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摘要:对异型折叠纸盒各体板之间的关系建立了数学模型。建立了相应三维坐标,并用齐次坐标表示各点位

置,利用各点坐标与转换矩阵相乘的方法推导出了其成型角与纸盒成型后体板折叠角度之间的关系式。该数

学模型为计算折叠纸盒的容积、体积和相关缓冲结构及其相关软件开发奠定了基础。
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Abstract:Mathematicmodelofspecial灢shapedfoldingcartonwasestablished,whichdescribedtherelationship

amongbodyboards.Therelevant3Dcoordinateswereestablishedandhomogeneouscoordinateswereappliedto

expressthepositionofpoints.Therelationshipbetweenthefoldingcarton曚sshapedangleandthebodyboards曚

foldingangleafterformingwasdeducedbymultiplyingthecoordinatesofpointsandtransitionmatrix.This

mathematicmodelcanbeafoundationtocalculatethecarton'svolume,capacity,relativecushionstructurede灢
sign,andinterrelatedsoftwaredevelopment.
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暋暋文献[1]研究了折叠纸盒结构并对成型角进行了

定义,给出了折叠纸盒旋转角(TULIC灢1公式)。 该

公式对于已知各成型角的纸盒设计非常有用,但对某

一成型角未知的纸盒来讲,若旋转角未确定,则无法

对各体板结构进行设计。 文献[2-6]分别针对异型

纸盒不同特征结构或设计方法进行了研究,但各体板

之间的相互关系及其与纸盒成形后的结构模型均未

进行深入研究。
笔者讨论折叠纸盒成型角与成形后体板折叠角

度之间的关系,并建立其数学模型,以此确定纸盒成

型后的体板空间位置,为纸盒容积、体积计算及相关

缓冲结构设计打下理论基础。

1暋折叠纸盒成型角与成形后空间结构的关系

任一结构的纸盒,若平面展开结构已知,应能确

定其成型后的空间结构,即其体积、容积或其内部缓

冲结构,应能由已知条件进行相关分析计算得到,反
之亦然。 如图1所示结构中,若除栙板在O点的成形

图1暋管式纸盒结构

Fig.1Structureoftubecarton

角曄A1OB未定外其它结构已经确定,则该体板上的

成型角或该板裁切边位置应能进行设计计算。

1.1暋基本假设

1) 平板折叠假设。 假设纸盒在折叠过程中以平

板状态折叠,无曲面变形及翘曲。

2) 假设纸板厚度为无穷小。 该假设保证了重叠
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面设计时纸板可重合于一面。

3) 构成角隅的两不相邻体板边线重合于一线。
如图1中,OA1 与OA2 线成型后均重合于OA。

4) 折叠角概念。 设纸板绕旋转轴旋转的角度为

折叠角,用毬i 表示。

1.2暋数学模型建立

在图1中,忽略OA1A2 襟片,设栛板为固定板并

将栙板、栚板沿各自的折叠线进行折叠,建立异型纸

盒的主体结构三维模型。 在其盒坯展开平面上建立

三维坐标系,见图2。 通过折叠线对纸盒进行折叠,

图2暋三维坐标系

Fig.23Dcoordinatessystem

则三相邻体板构成空间结构(见图中O点所构成的空

间角隅)。 利用齐次坐标表示A1,A2 点在展开结构

中的三维坐标,并分别将A1,A2 点坐标与相应的转

换矩阵相乘,可得到A1曞点与A2曚点坐标。 因A1,A2

点在纸盒折叠后重合于 A 点 (见图1),故 A1曞点与

A2曚点坐标相同,由此可推导折叠角与成型角之间的

关系式。

1.2.1暋盒坯展开时A1,A2 坐标

为计 算 方 便, 分 别 以 O 点 为 坐 标 原 点 建 立

XYZ和X曚Y曚Z曚坐标系(见图2)。 其中,XYZ 坐标

系Y 轴与OD 折叠线方向一致,X 轴垂直于展开平

面;将XYZ坐标系绕 X 轴顺时针旋转 (毭2-毿/2)
角度以使Z曚轴过OB 折叠线并标记为X曚Y曚Z曚坐标

系。 过O 点做辅助线 ON曂A1C,OM曂FA2。 因

OA1 与OA2 成盒后重合于A 点,故有OA1=OA2,
设其长度为l。

A2 点在XYZ坐标系中的坐标为:

xA2=0

yA2=lsin曄A2OM=lsin(毩-毿
2

)=-lcos毩

zA2=-lcos曄A2OM=-lsin

ì
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A1 点在X曚Y曚Z曚坐标系中的坐标位置满足:

x曚A1=0

y曚A1=lcos曄A1ON=lsin毭1

z曚A1=-lsin曄A1ON=lcos毭
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(2)

1.2.2暋栚板折叠后的A2曚点坐标

在三维空间中,任一点P 可以用世界坐标(X,Y,

Z)来表达,其变换后的点P曚(X曚,Y曚,Z曚)的表达式可

与一个3暳3的变换矩阵T的乘积来表示,即:

P曚=P暳T=[X曚Y曚Z曚]
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用齐次坐标表示法来表示 P 转后的坐标位置

P曚,即用P曚=[X曚Y曚Z曚1]来表示P 点在三维坐标系

中的坐标[7] 。 利用齐次坐标,其变换矩阵T也相应进

行扩展为4暳4矩阵。 故A2 点旋转后的坐标可表示

为A2曚=[X曚Y曚Z曚1]T。
设栚板绕Y 轴逆时针折叠毬2 角度,栙板绕其旋

转轴OB折叠毬1 后,OA2 与OA1 在空间重合。 A2 点

绕Y 轴旋转的转换矩阵为:

T=Ry=

cos毬2 0 -sin毬2 0
0 1 0 0

sin毬2 0 cos毬2 0
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将A2 点坐标与该矩阵相乘即得到纸盒成型后

A2曚点坐标:

A2曚=[-lsin毩sin毬2暋-lcos毩暋-lsin毩cos毬2

暋1] (3)

1.2.3暋栙板折叠后A1曞点坐标

令栙板绕Z曚轴旋转毬1 角度,转换矩阵RZ 为:

RZ=

cos毬1 sin毬1 0 0
-sin毬1 cos毬1 0 0

0 0 1 0
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则A1曚点在X曚Y曚Z曚坐标系中坐标为:

A1曚=A1Rx=[xA1暋yA1暋zA1暋1]Rx=
[-lsin毭1sin毬1暋lsin毭1cos毬1暋lcos毭1暋1] (4)

而X曚Y曚Z曚坐标系到XYZ 坐标系的转换矩阵Rx

为:

Rx=

1 0 0 0

0 cos(毿
2-毭2) sin(毿

2-毭2) 0

0 -sin(毿
2-毭2) cos(毿
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将A1曚坐标在XYZ 坐标系中表示,设其为A1曞。

A1曞=A1曚Rx=

暋

暋暋暋暋-lsin毭1sin毬1

lsin毭1cos毬1sin毭2-lcos毭1cos毭2+
lsin毭1cos毬cos毭2+lcos毭1sin毭2

暋暋暋暋暋暋暋
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1.2.4暋推导计算

因A1 点与A2 点在纸盒成型后在空间重合,故

A1曞点与A2曚点坐标相同。 令式(3)与(5)中各对应坐

标相同,整理得:

sin毭1sin毬1=sin毩sin毬2 (6)

sin毭1cos毬1sin毭2-cos毭1cos毭2=-cos毩 (7)

sin毭1cos毬1cos毭2+cos毭1sin毭2=-sin毩cos毬2

(8)
在该公式的基础上,若一纸盒成型后结构已知,可

由此计算其成型角;或由已知成型角,计算其折叠角

毬i,以确定纸盒成型后的容积、体积或内部缓冲结构。
上述数学模型的推导是以管式盒为基础进行的。

对盘式盒建立模型,见图3[8] ,与图1结构相比,各体

图3暋盘式纸盒结构

Fig.3Traycartonstructure

板相对关系不变,仅成型角所在位置有所变化。 故上

述数学模型的推导对管式盒、盘式盒同样适用。

2暋分析与讨论

1) 由式(6)可知,若毭1=毩,则毬1=毬2。 此结论在

端板、侧板B成型角相同时可用。 若毭1,毩确定,则毬1

随毬2 变化而变;若毬1,毬2 确定,则毭1 随毩变化而变。

若毭1,毬1 确定,则毩,毬2 存在不确定值,即毬2 随毭1 变

化,反之亦然。

2) 由式(7)可知,若成型角唯一确定,则折叠角

也唯一确定。 若毬1 无解,则纸盒在空间结构上不能

折叠,只能通过曲面结构实现纸盒的成型。 进一步分

析可得到毬1,毬2 有如下关系:若毭2+毭1=毩,纸板为对

折,即只有沿OA 轴对折不能形成空间结构,若需要

构成空间结构,则需由曲面变化实现;若毭2+毭1<毩,
纸板在三给空间中无相交点,需由曲面变化来实现;
若毭2+毭1>毩,可实现空间结构。

3) 由式(7)知,当cos毭1cos毩-cos毭2=0时,毬1

=毿/2,即成型角非毿/2时,也可出现毿/2折叠角。

4) 若毭2=毭1=毿/2,由式(1)和(2)可知毬2=毿/2,

毬1=毩。 由此可设计梯形盒底结构的纸盒。

3暋结论

上述数学模型可用于以下设计或计算:若一体板

结构未确定,其成型角可由式(1)和(2)计算得到;计
算纸盒各主板自由边线长度;计算盘式盒成型后边界

高度;计算纸盒的体积或容积,且对设计纸盒内部空

间缓冲结构或外部包装结构非常有用;为相关纸盒结

构设计软件开发提供理论基础。
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