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摘要:以斜支承缓冲包装系统为研究对象,建立了跌落工况下系统的无量纲非线性动力学方程。应用变分迭

代方法求解了系统动力学方程,得到了系统响应的近似解析表达式,并与龙格库塔数值解进行了比较。研究表

明:跌落工况下斜支承系统响应频率相对误差小于0.3%,无量纲位移及加速度的响应最大值相对误差小于0.

5%,且无量纲位移、加速度响应随支承角及跌落高度的变化趋势,与龙格库塔数值结果相同。变分迭代方法求

解斜支承系统的跌落冲击问题,可以得到满意的结果。
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Abstract:Dimensionlessnonlineardynamicalequationsofinclinedsupportpackagingsystemunderthecondition

ofdroppingwereestablished.Variationaliterationmethodwasproposedtosolvetheequation,expressionsof

approximatesolutionwereobtained,andtheresultswerecomparedwiththatofRunge灢Kuttanumericmethod.

Theresultsshowedthatresponsefrequencyerrorofinclinedsupportpackagingsystemundertheconditionof

droppingislessthan0.3%;theerrorofthemaxdimensionlessdisplacementandthemaxdimensionlessaccel灢
erationislessthan0.5%;andvariationtrendwithdroppingheightandsupportangleisthesamewithRunge灢
Kuttanumericmethod.Itwasconcludedthatitisvalidtoapplyvariationaliterationmethodtosolvetheprob灢
lemofinclinedsupportpackagingsystemundertheconditionofdropping.
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暋暋20世纪60年代包装工程中采用了斜支承弹簧

减振系统,利用其结构的几何非线性对精密仪器设备

进行减振保护,其减振效果优于垂直安装的线性系

统[1] 。 文献[2-4]研究了斜支承弹簧非线性减振系

统的自振特性及其影响因素,重点探讨了系统支承角

对自振特性的影响;文献[5]在系统振动方程的基础

上,利用数值分析方法研究了不同支承角、振幅对系

统振动特性的影响。 现有斜支承系统的研究主要针

对自振特性的分析,探讨自振规律的影响因素;而跌

落工况下,斜支承系统冲击响应特性的分析未见报

道。
流通过程中,产品可能遇到跌落冲击环境,缓冲

包装系统的响应分析是包装设计的理论基础。 包装

系统的跌落冲击响应取决于外部条件,同时也取决于

系统自身的结构特性。 斜支承系统由于自身结构的

几何非线性,动力学方程为复杂的非线性形式,理论

分析难以解析表达。 求解非线性问题通常采用数值

积分和近似解析方法。 龙格库塔数值积分方法常应

用于非线性包装系统跌落冲击问题求解,但难以简单

的函数描述跌落冲击问题的物理意义。 求解非线性
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方程的变分迭代法[6-9] ,基本的思路是对给定的初始

条件,利用初始的近似解,通过广义拉氏乘子构造校

正泛函,广义拉氏乘子可用变分最佳识别,通过变分

迭代可方便地得到非线性方程的近似解析解,且不受

小参数的限制,一般一次迭代解即可满足工程精度要

求。
笔者利用求解非线性方程的变分迭代法,研究斜

支承包装系统的跌落冲击响应,建立一种求解斜支承

系统跌落冲击问题的有效理论分析方法。

1暋跌落冲击动力学方程及其无量纲化

由4根刚度系数及原长相同的弹簧组成的斜支

承系统见图1。 跌落工况下,斜支承系统动力学方程

图1暋斜支承包装系统的模型

Fig.1Themodelofinclinedsupportsystem

与自振动力学方程具有相同的形式,但初始条件不

同。 由文献[10],近似动力学方程为:

md2x
dt2 +4ka0x+b0

l0
x2+c0

l0
2x

æ

è
ç

ö

ø
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3 =0 (1)

初始条件:t=0时,x(0)=0,dx(0)
dt = 2gh。

式中:a0=sin2氄0;b0=-3
2sin氄0cos2氄0;c0=

1
2暳(1-6sin2氄0+5sin4氄0);m 为产品的质量;k为斜

支承弹簧刚度;l0 为弹簧原长;氄0 为初始支承角。

记:氊= 4k
m

为系统频率参数;T=1
氊

为系统周期

参数;y=x/l0 为无量纲位移;氂=t/T 为无量纲时间。
由式(1)经推导,得到跌落工况下斜支承系统无量纲

动力学方程为:

d2y
d氂2+a0y+b0y2+c0y3=0 (2)

初始条件变为:氂=0 时,y(0) =0,dy(0)
d氂 =

2gh
l0氊

。

2暋变分迭代解

根据变分迭代的基本原理,对于跌落工况下斜支

承系统无量纲动力学方程式(2),满足跌落冲击初始

条件,假设变分迭代的初始近似:

y0=
v0

毬
sin(毬氂) (3)

式中:毬为待定变量,v0=dy(0)
d氂

。 由文献[6,7]

变分迭代公式为:

yn+1 =yn +曇
氂

0

1
a0

sin a0 (s-氂)[暓yn(s) +

a0yn(s)+b0yn
2(s)+c0yn

3(s)]ds (4)
一次迭代:

y1=v0

毬
sin(毬氂)+曇

氂

0
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a0

sin a0 (s-

氂)[ a0
v0

毬
-v0毬+3c0v0
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3 sin(毬s)-

b0v0
2

2毬2 cos(2毬s)-c0v0
3

4毬3 sin(3毬s)+b0v0
2

2毬2 ]ds (5)

为确定待定量毬,式(5)中令:

a0
v0

毬
-v0毬+3c0v0

3

4毬3 =0 (6)

则由式(5)可以得到一阶近似无量纲位移响应:

y1=
v0

毬
sin(毬氂)- b0v0

2

2毬2(a0-4毬2)[-cos(2毬氂)+

cos( a0氂)]- c0v0
3

4毬3(a0-9毬2)[-sin(3毬氂)+

3毬
a0

sin( a0氂)]+b0v0
2

2毬2a0
(cos a0氂-1) (7)

进一步得无量纲加速度响应:

d2y1

d氂2 = -v0毬sin(毬氂) - 2b0v0
2

a0-4毬2cos(2毬氂) +

2b0v0
2

a0-4毬2cos( a0 氂) - 9c0v0
3

4毬(a0-9毬2) sin (3毬氂) +

3 a0c0v0
3

4毬2(a0-9毬2)sin( a0氂) (8)

由式(6)解得:

毬= a0+ a0
2+3c0v0

2

2
(9)

系统响应周期:

T=2毿
毬

(10)

系统响应频率:



暋严敏等暋跌落工况下斜支承系统响应分析的变分迭代法
73暋暋暋

f=1
T

(11)

且可确定跌落冲击时间:

t=毿
毬

(12)

3暋响应分析

为探讨变分迭代方法对斜支承包装系统跌落冲

击问题求解的有效性,将一次迭代结果与四阶龙格库

塔数值积分方法比较。 算例分析取斜支承包装系统

中的相关参数,产品质量m=30kg,弹簧刚度系数k
=200kN/m,支承弹簧原长l0=0.075m。

3.1暋频率分析

在给定支承角及跌落高度条件下,式(2)数值分

析计算得到的频率与式(11)变分迭代得到的响应频

率比较见表1。

表1暋斜支承包装系统的响应频率

Tab.1Responsefrequencyofinclinedsupportpackagingsystem

跌落高度

/m

支承角/(曘)

60 65 70 75 80 85 90

0.1
数值解

迭代解

0.1377

0.1377

0.1441

0.1441

0.1494

0.1495

0.1537

0.1537

0.1567

0.1567

0.1586

0.1585

0.1591

0.1592

0.3
数值解

迭代解

0.1371

0.1373

0.1438

0.1439

0.1493

0.1493

0.1536

0.1536

0.1567

0.1567

0.1586

0.1585

0.1591

0.1592

0.5
数值解

迭代解

0.1367

0.1370

0.1434

0.1437

0.1491

0.1492

0.1535

0.1535

0.1567

0.1566

0.1586

0.1585

0.1591

0.1592

0.7
数值解

迭代解

0.1363

0.1367

0.1433

0.1434

0.149

0.149

0.1534

0.1534

0.1567

0.1566

0.1586

0.1585

0.1591

0.1592

暋暋由表1知,相同跌落高度时,随着支承角的增加,
系统响应频率增大,周期缩短;相同支承角条件下,跌
落高度增大,响应频率减小,周期延长。 2种方法得

到的频率的最大误差为0.3%。

3.2暋无量纲位移及加速度响应分析

由四阶龙格库塔法求解无量纲跌落冲击动力学

方程式(2),与变分迭代法的一次迭代解式(7)和(8)

得到的无纲位移及加速度响应比较,结果见图2-4
(图中:- 表示数值解;* 表示本文迭代解)。

由于篇幅的限制,具体比较时支承角氄0 取60曘,

70曘和90曘,跌落高度h取0.1,0.3,0.5m。 由图2-4
知,变分迭代法得到的一次近似解析解与数值分析解

吻合。 包装工程中关心的重要参数,如位移响应最大

值相对误差小于0.2%,加速度响应最大值相对误差

图2暋氄0=60曘时不同跌落高度的无量纲位移响应和加速度响应

Fig.2Responsesofdisplacementandaccelerationofdifferentdroppingheightwhen氄0=60曘
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图3暋氄0=70曘时不同跌落高度的无量纲位移响应和加速度响应

Fig.3Responsesofdisplacementandaccelerationofdifferentdroppingheightwhen氄0=70曘

图4暋氄0=90曘时不同跌落高度的无量纲位移响应和加速度响应

Fig.4Responsesofdisplacementandaccelerationofdifferentdroppingheightwhen氄0=90曘

小于0.5%。

4暋结语

对斜支承弹簧缓冲包装系统跌落冲击工况下的

非线性问题,变分迭代方法求解可得到系统频率、无
量纲位移及加速度的近似解析表达式,与四阶龙格库

塔数值积分比较表明:(1)变分迭代法得到的系统响

应频率具有很高的精度,与数值方法比较相对误差在

0.3%以内,且随支承角及跌落高度的变化趋势与数

值法相同。 (2)系统无量纲位移响应随着跌落高度及

支承角的变化趋势与数值法相同,位移响应的最大值

相对误差在0.2%以内。 (3)系统无量纲加速度响应

随着跌落高度及支承角的变化趋势与数值法相同,加
速度响应的最大值相对误差在0.5%以内。
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Workbench软件能很快的计算出共振频率及振型,了
解结构的固有振动特性,有助于在进行包装设计时避

开这些固有频率,有助于找到产品的的薄弱部分加以

改进,防止产品因共振产生损坏。

3暋结论

以电池片为例,根据产品的特性及运输目的地和

流通环境设计运输包装方案,利用 CAXA 实体设计

和 ANSYS Workbench有限元分析软件对其建模和

分析,验证了设计的合理性与可靠性,同时满足了客

户的需求和企业的利益。
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