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摘要：目的目的 研究蜂窝纸板的静态力学行为。方法方法 对蜂窝纸板试样进行压缩-恢复实验，用多项式表达

试样的弹性力，用分数阶微分模拟试样的黏弹性力。考虑到试样变形和弹性力的对称性，根据压缩和恢

复阶段的黏弹性力之差，利用信赖域方法识别试样的黏弹性参数，再进行试样的弹性特性参数识别。结结

果果 实验与模拟结果对比表明，提出的模型可准确模拟蜂窝纸板的力学行为，最大响应误差不超过7%。

结论结论 可利用三次多项式和五参数粘弹性模型分析蜂窝纸板的静态特性，为分析静态条件下蜂窝纸板的

力学特性，研究蜂窝纸板的应力和应变的时变特性，优化包装设计方法提供了参考。
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Modelling for Static Elasticity and Viscoelasticity of Honeycomb Paperboard
and Parameters Identification
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ABSTRACT：The experiment studied quasi-static mechanical properties of honeycomb paperboard. A compression-
recovery experiment was performed on the honeycomb paperboard specimen, a polynomial was used to model the elastic
force, while the viscoelasticity was modeled by fractional derivative. Because of the symmetries in the imposed deformation
time history, the force difference between the loading and unloading process was only affected by the viscoelastic
parameters. A viscoelastic parameter identification method was presented based on the force difference data and trust region
method, the elastic parameters were also identified by using the least-square method. The comparison of the experimental
data with the simulation indicated the model presented in this paper can reproduce the static behavior of honeycomb, the
maximum error was no more than 7%. The 3-order polynomial and 5-parameter viscoelastic model can be used to simulate
the static mechanical properties of honeycomb paperboard. The model presented in this paper provided theoretical basis for
the analysis of mechanical properties and stress-stain time-dependent properties of honeycomb paperboard and for the
packaging design method optimization.
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由于结构特别，蜂窝纸板具有平压强度高、强度-

质量比高、可回收、价格低等优点，已作为传统泡沫塑

料的替代品，广泛应用于包装领域，这也推动了研究

者们对蜂窝纸板特性的研究。曾克俭和刘珊[1]对不同

厚度蜂窝纸板的动态缓冲特性进行了试验研究，研究

结果为蜂窝纸板在包装中的合理应用提供了依据。

范志庚等[2]通过疲劳压缩实验，建立了蜂窝纸板疲劳

累积损伤模型。张琴[3]等利用随机振动实验的方法，

研究了蜂窝纸板的振动传递性能。Wang D.M 等[4—5]试

验研究了蜂窝纸板相对密度、纸芯高度等对蜂窝纸板
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缓冲特性的影响。Lu[6]应用薄板理论，分析了以纸张

剥离强度和平压强度为控制方程的蜂窝纸板平压失

稳问题。湿度是影响蜂窝纸板特性的重要影响因素，

Wang Z.W.等[7—9]研究了湿度对蜂窝纸板特性的影响。

Kobayashi H 等[10]对蜂窝纸板进行了静态和动态压缩

实验，得到了蜂窝纸板的最大应力、平均应力及吸收

能量与压缩速率之间的关系，并得出蜂窝纸板在动态

条件下比在静态条件下吸收能量多的结论。宋俊杰

等[11]在静态条件下对蜂窝纸芯的弹性力学特性进行了

分析，得到了应力-应变分布图。

这里研究蜂窝纸板在静态条件下的力学特性，将

蜂窝纸板试样的受力分解为弹性力与黏弹性力等2部

分，利用多项式拟合分析弹性力，采用分数阶微分模

型分析黏弹性力，分析和建模结果可为蜂窝纸板应用

中的静态包装设计提供依据，并为研究蜂窝纸板的动

态特性奠定基础。

1 静态条件下蜂窝纸板的基本特性

在静态条件下，蜂窝纸板具有显著的黏弹性，蜂

窝纸板的蠕变和应力松弛现象是黏弹性的重要表

现。蜂窝纸板在固定载荷作用下，其变形量逐渐增

加，直至达到稳定值。在固定的变形条件下，蜂窝纸

板的应力随着时间推移逐渐降低，最终达到稳定

值。在准静态压缩-恢复过程中，力-变形曲线具有

明显的迟滞现象，见图1，这也是蜂窝纸板具有黏弹

性的一种现象。蜂窝纸板在加载与恢复过程中，受

到的力F可以看作是蜂窝纸板弹性力Fe（t）与黏弹性

力Fv（t）的合力。

在图1中，假定力-变形曲线的中轴线即为蜂窝纸

板的弹性力Fe（t），很显然，蜂窝纸板的弹性力具有非

线性特性，可以表达为变形量的多项式形式。有多种

数学模型可模拟材料的黏弹性力，如卷积模型[12—13]、广

义Maxwell模型[14]、分数阶微分模型[15—16]等。其中，由

于分数阶微分模型可用较少的参数表达材料复杂的

黏弹性，因而得到了人们广泛的关注。这里，利用分

数阶微分模型对蜂窝纸板的黏弹性力Fv（t）进行模拟，

根据Bagley和Torvik[15—16]的研究，黏弹性力Fv（t）可由

五参数模型确定：
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式中：b，c1为常系数；Dα（·）表示分数阶微分算子：
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式中：α为非整数参数；n为大于α的最小整数。

函数Γ（α）为：

书书书

!

!

"

" !

!

!

"

"

#$#

$

$"

%"

（3）

若α1=1，且 c2=0，则式（1）表达的黏弹性力模型等

效于黏弹性力的单指数算子方程的卷积模型，其时间

常数为1/b。

2 弹性力和黏弹性力分析

为了解蜂窝纸板在静态条件下的弹性与黏弹性

特性，对蜂窝纸板试样进行准静态压缩-恢复实验。

实验装置见图2。由于这里考虑了蜂窝纸板的弹性与

黏弹性，因此，实验时压缩试验机的压缩行程不得超

出蜂窝纸板的压溃极限。

从图2b可以看出，在加载阶段，蜂窝纸板受到的

力比同位移条件下恢复阶段受到的力大。由于在加

载和恢复阶段，在同位移条件下，蜂窝纸板的弹性力

相同，且压力试验机的压缩和恢复速度很低（压缩和

恢复速度为0.2 mm/min），因此，可认为在压缩和恢复

过程中，蜂窝纸板试样中无阻尼力。在蜂窝纸板试样

压缩和恢复过程中，假定试样受到弹性力和黏弹性力

图1 蜂窝纸板压缩-恢复过程的力-变形曲线

Fig.1 The force-deformation curve of honeycomb in the compres-

sion-recover process

图2 压缩试验机及行程控制

Fig.2 Schematic of the experimental set-up and controlled defor-

mation of honeycomb paperboard
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等2种载荷的作用，即F=Fe+Fv。

可以假定图1中迟滞曲线的中轴线（即加载过程

的力-位移曲线和恢复过程的力-位移曲线的平均值

曲线）为蜂窝纸板的弹性力，造成加载和恢复过程中

力-位移曲线偏离中轴线的原因是蜂窝纸板中黏弹性

力Fv的存在。从图1可看出，蜂窝纸板的弹性力Fe具

有明显的非线性，利用位移的三次多项式表示蜂窝纸

板的非线性弹性力：

Fe=kx+k2x2+k3x3 （4）

实验中蜂窝纸板试样的黏弹性力Fv可由Fv=F-Fe

求得，其中，Fe为迟滞曲线的中轴线数据。蜂窝纸板

试样弹性力与黏弹性力的分解示意见图3。

由图2b可知，在实验过程中，压缩试验机压缩和

恢复时蜂窝纸板的变形可表达为：
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式中：A为实验过程中蜂窝纸板试样的最大变形

量；T为试样压缩和恢复所经历的时间。

根据式（1），蜂窝纸板的黏弹性力为：
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式中：L-1（·）表示拉普拉斯反变换；X（s）为试样变

形 x（t）的拉普拉斯变换。对式（5）进行拉普拉斯变换

得：
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将式（7）代入式（6），根据分数阶微分的拉普拉

斯变换特性[17]，可得蜂窝纸板试样的黏弹性力的表达

式：图3 蜂窝纸板试样弹性力与黏弹性力分解

Fig.3 Schematic of elastic and viscoelastic force of honeycomb pa-

perboard
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其中，
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利用式（9）计算
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""# 的计算量很大，且收敛很

慢，若 z值较大，计算常出现不收敛的现象。这里采用

文献[18]提出的渐近线估计法对式（9）进行计算：
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其中，参数μ是满足条件πα/2≤μ≤min（π，πα）

的任意值。

3 参数识别方法

由于蜂窝纸板试样在进行压缩-恢复的实验过程

中，其变形量相对于 t=T/2对称（图2b），故试样中弹性

力Fe也相对于 t=T/2对称，即Fe（t）=Fe（T-t）。将恢复

阶段蜂窝纸板试样受力的时间序列2次转置90°，可

得恢复阶段受力时的反时间序列。将压缩阶段的试

样受力时间序列与恢复阶段受力时的反时间序列相

减，可消除弹性力的影响，二者相减所得的时间序列

为压缩和恢复阶段中，同位移条件下压缩与恢复阶段

的黏弹性力之差：

ΔF（t）=F（t）-F（T-t）=Fv（t）-Fv（T-t）=ΔFv（t）
（0≤t≤T/2） （11）

根据实验数据，利用式（8）和（11）识别蜂窝纸板

的黏弹性系数。

为了能够利用实验所得的ΔF识别蜂窝纸板的黏

弹性参数，有必要模拟黏弹性参数α1，α2，c1，c2，b的
变化对ΔF的影响，作为参数识别的依据。各黏弹性

参数在一定区间变化时，ΔF的变化情况见图4。当1

个参数变化时，其他参数保持不变，各参数的基本值

为：α1=1.2，α2=1.3，b=0.002，c1=2000，c2=3×106。根

据图4中各参数变化对ΔF形状的影响情况，调整参
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