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摘要：目的目的 研究仅在重力作用下纸张进给过程中，在纸道出口处的无约束动态变形。方法方法 建立了纸张

通过纸道出口的运动模型，应用非线性方程描述纸张的动态变形，通过数值计算方法对纸张动态变形运

动进行了求解，分析了不同速度和出口角度对纸张变形的影响。结果结果 进给速度由100 mm/s增加到500

mm/s时，纸张最大曲率由0.0058减小到0.0029，纸张的弯曲变形量随着进给速度的增加而减小；纸张出

口角度由20°增加到40°时，纸张下降高度由36.1 mm减小到28.5 mm。结论结论 通过调整纸张进给速度

和纸道的出口角度，改变纸张端部的运动位置，为纸张进给过程中准确到达预定位置提供了设计依据。

关键词：纸张进给；动态变形；数值分析

中图分类号：TH-39 文献标识码：A 文章编号：1001-3563（2015）23-0116-05

Unconstrained & Dynamic Deformation of Paper Feeding

WANG Bing1，YANG Ji-quan2

（1. Nanjing Normal University，Nanjing 210046，China；
2. Jiangsu Key Laboratory of 3D Printing Equipment and Manufacturing，Nanjing 210042，China）

ABSTRACT：The unconstrained dynamic deformation of feeding paper at the outlet of the paper path under gravity was
studied. Kinematic model was established for the paper passing the paper path outlet. The dynamic deformation of paper was
described through nonlinear equations. The dynamic deformation motion of paper was solved by numerical calculation. The
effects of different speed and outlet angle on the paper deformation were analyzed. When the feeding speed was increased
from 100 mm/s to 500 mm/s, the maximal curvature of paper was reduced from 0.0058 to 0.0029, and the bending
deformation of paper decreased with the increasing feeding speed. When the paper outlet angle was increased from 20° to
40° , the paper descending height decreased from 36.1 mm to 28.5 mm. The motion position of the paper edge could be
changed by adjusting the paper feeding speed and the outlet angle of the paper path, which provided design reference for the
accurate pre-estimated positioning of paper feeding.
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目前，复印机中纸张进给系统的主要作用是实现

纸盒内存放纸张的单张分离，并自动有序地传送至转

印、定影等复印工位，系统包括纸盒、送纸单元、传送

单元、对位单元、翻转单元。纸盒用于存放纸张，包括

机身中的纸盒和旁路的送纸托盘。送纸单元也可称

为分离单元，常采用沟槽制动、纸角分离爪、摩擦制

动、供纸与反向辊等装置实现单张纸分离。传送单元

任务是有序传送分离后的纸张至转印等工位，通常包

括多组传送辊和用于故障检测的传感器组。为保证

复印图像的准确，在纸张进入转印前，需要对纸张位

置进行校准，因此纸张进给系统还包括多组对位辊组

成的定位单元。典型复印机纸张进给系统各单元的

位置以及纸路传送方向见图1。

国内外许多学者都对纸张进给问题进行了分析
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研究，Benson[1]利用非线性理论推导了弹性纸张在通

过具有摩擦通道时的两种可能变形，指出纸张在通

过具有摩擦的通道时会发生较大的变形而导致动作

失败，文章中给出了描述物体变形的数学模型，得到

了两种可能发生的变形。其中一种变形符合物体在

通道中发生堵塞的现象，指出了发生变形的影响因

素为：通道的高度、弹性体的曲率、摩擦因数、通道的

倾斜度。Adams和Benson[2]分析了弹性纸张通过平行

刚性轨道的后屈曲，主要应用于解决纸张传输过程

中的堵塞问题，如复印机中的卡纸问题，他们将卡纸

过程分为3个部分，第1是纸张未与轨道上表面接触

时的屈曲，第2是纸张与轨道上表面相切时的屈曲，

第3是纸张一部分与轨道上表面重和时的屈曲。得

到的结论为平行轨道过宽或过窄都会引起纸张的堵

塞，且轨道的摩擦基本对变形无影响。Benson[3]研究

了光滑纸张在空气层的支撑下的运动方程，计算了

纸张在空气层的支撑下，给定初速度至运动停止所

需要的时间，得出了纸张的弯曲程度将会对这一结

果产生影响，为纸张的自由滑动分析提供理论依

据。西安交通大学的杨胜军、马军星、陈雪峰等人[4—7]

分别运用板壳元对纸张的力学特性进行了有限元分

析，利用小波有限元理论分析了办公纸张定影过程

的运动边界条件，建立了纸张定影过程的二维稳态、

瞬态非线性温度场数值模型。从本质上说，无论是

薄板壳元还是小波有限元，都忽略了纸张厚度的差

异，阻碍了分析研究实际的纸张运动现象，如卡纸、

双张、纸张的起皱与卷曲等。

复印机送纸单元在完成纸张的单张分离输出之

后，纸张将进入传送单元，准确地进入到传送单元，并

且在传送过程中避免发生卷曲，使纸张能够平稳地从

一个纸道过渡到下一个纸道是非常关键的。这个过

渡过程是无约束的，可以看作是一个悬臂梁结构，由

于纸张的轻质柔性特性，在这个过渡过程中会发生大

变形，从而影响纸张的进给和传送。在高速复印机

中，纸张的速度可以达到2 m/s，纸张为不可伸缩材料，

变形完全取决于弯曲，所以问题归为非线性弹性理

论。应用非线性弹性理论分析复印机中纸张传送的

非线性静态变形，研究以恒定速度仅在重力作用下纸

张通过水平通道，在出口处的动态变形，以及纸张在

具有一定角度的纸道和纸张以一定的加速度进给的

动态变形。

1 纸张运动方程

某一时刻对纸张进行加载的模型见图2。

纸张在纸道以外的部分受分布力作用，包括重

力和内力，忽略静电引力等其他分布力的作用。由

于纸张的轻质柔性特性，纸张在纸道以外的部分会

发生较大变形，所以为非线性问题。简化纸张在纸

道出口的模型为悬臂梁，纸张不可伸缩，即在梁的中

性轴方向无应力。s为纸张上任意点，s=0为纸张坐

标原点，即在纸张的尾端，s=L为纸张最前端，L为纸

张长度，s=c为纸道出口处。xy坐标系由纸张原始位

置确定，纸道出口处为坐标原点，沿纸张前进方向为

x正方向，出口角度为，纸张上任意点 s的切线方向与

x轴夹角为
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!

，顺时针方向为正。由于纸张的不可延

伸性，纸道外纸张上的任意点在任意时刻都可以用

建立的 xy坐标系描述。
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s点的曲率和曲率半径为：
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图1 复印机纸张进给系统

Fig.1 Diagram of paper feeding system of copy machine

图2 t时刻纸张的运动模型

Fig.2 Kinematic model of paper at any time t
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任意 t时刻纸张的边界条件：
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（在纸张最前端 s=L处的曲率为初

始曲率） （6）

纸张模型为柔性悬臂梁，根据柔性杆原理[8]，由剪

切力平衡推导得到：
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式中：D为抗弯刚度；Vx为 x方向的剪切力；Vy为 y
方向的剪切力。

纸张在只受重力的情况下，内力分布函数为：

fx=mgsinα-mx″ （11）

fy=mgcosα-my″ （12）

式中：x″，y″为纸张上任意点 s的加速度。

将式（11）和（12）代入式（7），有：
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为简化运动方程中的积分，定义形变势为：
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分别联立式（1）和（14）及式（2）和（15），得到：
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边界条件为：

书书书

!!"" #!#"$!"" #! （18）

书书书

!

!

!

"

!#" $!#"

!

%

!

"

!#" $!

（19）

将形变势函数u，v对 s求二阶偏导数，有：
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则：
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将式（22）和（23）代入式（13），得到：
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方程（20）、（21）和（24）构成关于

书书书

!

!!!"在任意时

刻 t的3个偏微分方程，（18）和（19）、（5）和（6）为边界

条件，由此可以求得纸张在任意时刻的弯曲变形。

2 纸张运动的数值求解

纸张在一定速度下运动，在任意时刻的变形是

不同的，假设在非常小的时间段内纸张的变形很小，

使用有限差分法进行数值计算，将纸张运动变形在

时间上进行离散化，在某一时刻将纸张在空间上进

行离散化。

将纸张离散成空间点，用离散的时间段描述纸张

在任意时刻的位置及变形。初始条件为纸张全部在

纸道内，且纸张前端在纸道出口边缘，根据运动方程

计算纸张的运动，直到纸张全部滑出纸道且纸张尾端

在出口边缘处，在每一个时间步纸张总有部分在纸道

内，纸道内的纸张离散点与纸道出口处的值相等，计

算纸道出口以外的纸张在任意时间的变形。用泰勒

级数对变量进行展开，得到线性近似为：

书书书

!"#

!!

!"#

!

"

!!

!

"

!

"

"!$%!

!

"

" （25）

书书书

!"#

!!

!"#

!

"

!!

!

!

!

"

"!#$%

!

"

" （26）

书书书

!

"

!"#

!!

!!

"

"

#"!

"

$!

"

"

#$!!"#

!

"

#

书书书

!

!

!

!

!

"!"#

!

!

#

"

!"

#

!

!

!

!"#

!

!

$

书书书

!

"

!

!

!"#

!

!

#!

"

#$%

!

! （27）

书书书

!

"

!"#

!!

!!

"

"

#"!

"

$!

"

"

#!$%!

!

"

$

书书书

!

!

!

!

!

"!"#

!

!

#

"

"

#

!

!

!

!"#

!

!

!

书书书

!

"

!

!

!"#

!

!

#!

"

$%!

!

! （28）

上标“*”表示 t-1时刻的变量值，t时刻和 t-1时刻

时间间隔很小，u和u*之间的差值很小，可以忽略二阶

及以上量。

分别在空间和时间上对 u，v进行微分计算，采用

一阶中心插分对 s求微分，采用一阶向后插分对时间 t
求微分：
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下标 i，j代表空间离散和时间离散序号。

运动方程经过整理后，等号左边为未知量，等号

右边为已知量。
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式（31）—（33）改为如下形式：

Az=b （34）

式中，向量b为已知量，矩阵A为未知量系数，向

量z为当前时刻未知量，即：

z=
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下标 c表示为出口处的点，下标N表示为纸张最

前端的点，在边界处
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（31）—（33）组成3阶非对称偏微分方程组。求解程序

流程见图3。

3 纸张在纸道出口的动态变形分析

通过数值模拟计算，分析不同情况下纸张在出口

处以外的动态变形情况。在只受重力的情况下，纸张

以恒定的速度在出口角度为水平的情况下，各时刻的

变形见图4。数值计算参数为：70 g/m2的A4纸张，规

格为长297 mm、宽210 mm，纸张厚度为0.11 mm，恒定

速度为300 mm/s，通过平幼妹[9]的方法测得抗弯刚度

为7.7058×102 N/mm2。

数值计算中，每一时间段纸张向外伸出20 mm的

增量，最终伸出量为217 mm，纸张保留80 mm在纸道

内。图4中的结果显示，纸张的外伸量越小，则纸张的

变形越小，所以初始时刻的变形可以用线性梁理论进

行近似分析，随着外伸量的增加，需要用非线性理论

图3 数值计算程序流程

Fig.3 Flowchart of numerical calculation

图4 纸张以不同的速度从水平纸道出来各时刻的变形

Fig.4 Deformation of paper coming out from the outlet of horizontal

paper path with different speed
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进行计算。在纸张的输送过程中，纸张端部的运动状

态非常关键，它将受到纸张内力以及纸张其他参数的

影响。

从图4得出纸张进给速度由100 mm/s增加到500

mm/s时，纸张最大曲率由0.0058减小到0.0029，纸张的

弯曲变形量随着进给速度的增加而减小。将纸张外伸

217 mm时刻的各速度的变形情况进行对比，可以看出

纸张进给速度的增加使纸张进给的时间缩短，即纸张

弯曲下垂的时间缩短，所以纸张的弯曲程度降低。

分析纸道出口为非水平的情况下，纸张以恒定速

度出来的变形情况。纸张进给速度为300 mm/s，其他

参数与图4数值计算参数一致的条件下，分别设置纸

道的出口角度为α=20°，α=30°，α=40°，得到各

角度纸张在外伸量为217 mm时刻的弯曲变形，见图

5。纸张出口角度由20°增加到40°时，纸张下降高

度由36.1 mm减小到28.5 mm。由图7可以看出，改变

纸道的出口角度可以调整纸张端部运动位置。

4 结语

通过对纸张在纸道出口的无约束运动进行研究，

建立了运动方程，使用数值分析方法对纸张在纸道出

口的无约束运动方程进行求解分析，得到结论：纸张

的弯曲变形量随着进给速度的增加而减小；调整纸道

的出口角度和纸张进给速度可以改变纸张端部的运

动位置，为纸张进给过程中准确到达预定位置提供了

设计依据。在下一步的工作中，将通过实验验证结论

的正确性。
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图5 纸张以300 mm/s速度不同纸道出口角度外伸217 mm时

刻的变形

Fig.5 Deformation of paper with overhang of 217 mm from paper

path outlet with different angles at 300 mm/s
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