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摘要：目的 研究纸张在重叠分离送纸机构中所受变形力的特点，为纸张运动摩擦分析提供依据。方法 首

先推导公式得出纸张正常分离条件，把纸张作为弹性梁模型，利用 Clapeyron 三弯矩定理分析纸张表面

的变形力。结果 纸张在重叠区域变形力正比于交叠量；剥离轮的宽度越大，变形力越大；变形力随着

剥离轮与送钞轮的左边距的增加先减小后增大；送钞轮宽度对变形力的影响不大。结论 通过对弹性梁

模型的分析，获得了纸张在重叠区域变形力随结构参数变化的影响规律，并得到了能使纸张受力均衡的

剥离轮和送钞轮的左边距值，为重叠机构的设计提供参考。 

关键词：重叠分离机构；弹性梁模型；三弯矩定理；变形力 

中图分类号：TS206   文献标识码：A    文章编号：1001-3563(2018)21-0139-05 

DOI：10.19554/j.cnki.1001-3563.2018.21.025 

Deformation Force of Paper Sheet Separated by the Overlap Separation Mechanism 

CHAI De-wang1, DING Qian1, ZHANG Quan2 
(1.Department of Mechanics, Tianjin University, Tianjin 300350, China; 2.Post-doctoral Research Station,  

Cashway Fintech Co., Ltd., Tianjin 300308, China) 

ABSTRACT: The work aims to study the deformation force features of the paper sheet which is passing through the 

overlap separation mechanism to provide basis for its kinetic friction analysis. Firstly, the formula was derived to obtain 

the normal separation condition of paper sheet. Then, with the paper sheet as the elastic beam model, the deformation 

force acting on the paper sheet surfaces was analyzed with the Clapeyron’s theorem of three moments. The results showed 

that the deformation force of paper sheet in the overlap area was proportional to the overlap. The wider the gate-roller 

was, the greater the deformation force was. The deformation force decreased and then increased with the increase of the 

edge distance of the gate-roller and feed-roller at the left side. The width of the feed-roller had hardly any effect on the 

deformation force. Based on the analysis of elastic beam model, the law of influence of paper sheet's deformation force in 

the overlap area changing with the structural parameters is obtained and the values of the edge distance of the gate-roller 

and feed-roller at the left side are acquired to provide reference for the design of overlap mechanism. 

KEY WORDS: overlap separation mechanism; elastic beam model; theorem of three moments; deformation force 

很多现代日常设备包含媒介传输系统，如复印

机、打印机、ATM 机等。卡纸和重张是办公设备使

用过程中的常见故障，直接影响办公设备的工作效率

和质量。研究表明，引起卡纸的主要原因是送纸机构

设计不合理。在 ATM 机中，重叠分离机构用于纸张

的快速准确分离，是设备运行的重要步骤。当纸张进

入重叠夹缝，变形力和摩擦力作用在纸张接触表面使

其分离，但由于摩擦条件的变化和纸张处于不同的情

形（折角、缺角、褶皱等），传送失效和重张的现象

在分离设备中时有发生[1—2]。在设计分离机构时，常

采用数值计算方法来分析纸张受力行为，获得相关参

数的影响规律，提高可靠性。 

在对纸张的分析中，一些学者把纸张简化为弹

性梁模型，分析纸张的变形和摩擦力[1,3]。另一些学

者 [4—6]把纸张简化成弹簧-梁-质量块模型，分析卷曲

变形、纸张堆叠、卡纸停转等行为。陈雪峰[7]用不同

的有限元法分析了纸张的静态特性，结果表明等参元

模型比板壳元模型计算量少、精度高。鲍照等[8]推导

机械与过程控制 
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了纸张运动方程，并利用 Recurdyn 软件分析送纸机

构，分析卡纸现象及影响因素。一些学者[9—12]对运动

纸张受到的库伦摩擦力进行了修正，并进行数值模

拟，讨论了相关参数的影响。这些分析方法都能为结

构设计提供参考，但鲜有对重叠机构各支点的受力和

稳定性进行分析。 

1  重叠摩擦分离的结构  

纸张存储形式可以是水平形式或竖直形式[13]。竖

直存储时的重叠分离机构见图 1，包括 3 组轮（挖钞

轮、送钞轮、剥离轮）和推板。送钞轮和剥离轮在轴 

向排列上有偏移，在径向方向上有重叠。当推板移动

时，压力首先产生于固定挖钞轮机构的弹簧。托板

与重叠机构的竖向距离为一个挖钞冲程 h0，挖钞轮

高摩钞区部分 A 的弧长大于挖钞冲程，使得钞票受

摩擦力的作用能够顺利到达重叠分离机构。当高摩

擦部分 A 接触第一张纸的时候，纸张开始通过挖钞

轮和送钞轮的旋转陆续被带出，一旦纸张进入重叠

夹缝，就会产生波变形，产生变形力。在夹缝区纸

张的有效变形宽度为 b。在挖钞轮和送钞轮的传输力

与固定的剥离轮的抵抗力的同时作用下，实现纸张

间的分离。 

 

 
 

图 1  分离机理 
Fig.1 Separation mechanism 

 

2  正常分离的条件 

一旦纸张进入重叠区域，可应用库仑摩擦定律

来获得摩擦力。纸张受力分析见图 2。当仅有 1 张纸

进入重叠夹缝区时，正常的传输条件是传输力大于

抵抗力，可用方程（1）描述；当 2 张纸同时进入夹

缝区时，第 1 张纸的传输力大于抵抗力，第 2 张纸

刚好相反，正常分离条件可表示为方程（2）和方程

（3）[1]。 

fs p ps gs1 p s1s2 0W W W W      ≥
 

 (1) 

fs p ps s1s2 p s1s2 0W W W W      ≥
 

 (2) 

s1s2 gs2 p s1s2 p s2s3 0W W W W      ≤
 

 (3) 

式中：下标 f, g, p 分别为送钞轮，剥离轮和挖

钞轮，s 为纸； 为摩擦因数；1—3 为第 1 张到第 3

张纸。 

通 常 存 在 以 下 关 系 ： gs fs s1s2    ，

gs1 gs2 gs    ，因此，仅考虑方程（1），忽略方

程（2）。最终，正常分离条件见式（4）[1]。 

ps s1s2s1s2 s2s3

gs s1s2 p gs fs

W
W

  
   


 

≤ ≤

 

 (4) 

 
 

图 2  分离力分析 
Fig.2 Analysis of separation forces 

 
利用方程（4），可以讨论传送失效和重张的送

纸缺陷。当摩擦因数变大或者变小，方程（4）的后

半部分或者前半部分不满足，因此会发生传送失效或

者重张。下面讨论变形力的计算。 

3  重叠夹缝区的变形力计算 

在正常分离条件中，变形力的值是关键因素。文

中用简单的弹性梁模型来预估夹缝中变形力值。根据
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对称性，考虑到中间送钞轮的间隙比较大，只关注左

半部分。为了更易获得变形力，将模型颠倒，把纸张

看成是连续的弹性梁，并被 3 个送钞轮支撑于点

1—4；而位于上方的剥离轮施加压力于点 5—8，与

送钞轮的重叠量为 Δ；纸张受到送钞轮的接触反力

R1 到 R4，受到剥离轮的压力 W1 到 W4，因而总的变

形力为： 
4 4

1 1

2 2i i
i i

W W R
 

  
 

 (5) 

 

 
 

图 3  重叠夹持的变形力 
Fig.3 Deformation force in the overlap nip 

 

图 3 中，lf, lg 为送钞轮和剥离轮的宽度；l1, l2 为

剥离轮和送钞轮的边距；M1—M4 分别为点 1 到点 4

的弯矩。考虑到对称性，有以下的关系： 

1 4 2 3,W W W W    (6) 

1 4 2 3,R R R R    (7) 

1 4 2 3,M M M M    (8) 

利用 Clapeyron 三弯矩定理[14]计算施加力、节点

弯矩、倾角和跨度之间的关系。在点 1—2 和点 2—3

的 2 个跨度中，存在以下关系： 

1 1 2 g 2 1 2 g f 3 f

2 3

( ) 2 ( )

6 ( )

M l l l M l l l l M l

EI  

       

   
 (9) 

式中：θ2 和 θ3 为当集中力分别作用在点 1—2

跨度或者点 2—3 跨度时在点 2 处产生的倾角；EI
为纸张的弯曲刚度（E 为弹性模量，I 为纸张的几何

惯性矩）。 

下面分析点 1 到点 4 的弯矩和点 2 处的倾角 θ2

和 θ3。由于在点 2—3 跨度没有力施加，于是得到： 

3 0    (10) 

由于点 1 和点 4 处没有约束，则有： 

1 4 0M M    (11) 

最终，式（9）可被简化为： 

2 1 2 g f 2(2 2 2 3 )= 6M l l l l EI   
 

 (12) 

只考虑集中力 W1和 W2作用在点 1—2 的跨度上，

可以求得倾角 θ2： 

1 22 w w
1 2 g

1 1 2 g 1 2 g 2 1 2 g 2 1 g

1
= + =

6 ( )

[ (2 ) ( ) W (2 2 ) ( )]

EI l l l

W l l l l l l l l l l l l

   
 

      
 

(13) 
联立方程（12）和（13）获得： 

2
1 2 g 1 2 g f

1 1 2 g 1 2 g 2 1 2 g 2 1 g

1
=

( )(2 2 2 3 )

[ (2 ) ( ) (2 2 ) ( )]

M
l l l l l l l

W l l l l l l W l l l l l l


    

      
 

(14)  
再者，在点 1 到点 2 的跨度上，点 5 和点 6 处的

偏移量可由力 W1，W2 和弯矩 M2 分别作用引起挠度

的叠加来获得。根据实际中钞票与滚轮的位置关系，

令点 5 和点 6 的偏移量与重叠量 Δ相等，得到下面的

方程： 

1 1 2 1(point 5) w w2 M( ) |x l x l        
 

 (15) 

1 1 2 1(point 6) 2( ) |
g gx l l w w M x l l             

 
 (16) 

式中：X 为施加载荷点在轴向上离点 1 的距离；

δW1, δW2, δW3 分别为力 W1, W2 和弯矩 M2 在点 5 处引

起的偏移；δ'W1, δ'W2, δ'W3 分别为力 W1, W2 和弯矩 M2

在点 6 处引起的偏移。可分别求得： 
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2 2
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w
1 g 2
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|
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将式（17—22）带入到式（15—16），并与式（14）

联立成方程组，可以求得 W1, W2 和弯矩 M2。再代入

式（5）可求出变形力 W。 

为了验证模型的正确性，当 l1=l2=l 时，以文献
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[1]中的模型为参数，计算得到的结果与文献[1]对比

见图 4，可以看出结果具有很好的一致性，可以应用

到后面的模型计算中。 
 

 
 

图 4  与文献[1]模型对比的结果 
Fig.4 Results of contrast with the model in literature [1] 

 

4  主要结构参数的影响 

参考图 3b，重叠机构的主要参数为 l1=1.24 mm，

l2=1.08 mm，lg=3.88 mm，lf=2.2 mm，Δ=0.525 mm；

纸币的参数：纸币长度 l=155 mm，宽度 bs=55 mm，

厚度 d=0.1 mm，有效变形宽度 b=6 mm，弹性模量

E=2250 N/mm2。 

若 lg 和 lf 的值固定，即固定了送钞轮和剥离轮的

宽度；若送钞轮的轮间距固定，则 l1+l2=2.32 mm 的

值为定值。下面分析 W1, W2 和变形力 W 随着 l1 变化

的情况。 

由计算结果图 5 可以看出，随着 l1 的增加，W1

单调减少，W2 单调增加，而变形力 W 先减小后增大。

当 l1 值大约为 1.24 mm 时，W1, W2 的值相等，即剥离

轮的两端与纸币的竖向压力相等，此时的变形力也是

最小。根据文献[15]，当纸币在行进时如果受到轮的

压力不相等，会导致摩擦力不一致并引起纸币偏斜，

因此剥离轮与纸币的接触点压力相等的话，会减小纸

币偏斜的发生。此时剥离轮的最佳位置应为 1 点与 2

点跨度的中间位置偏右。后面取最优值 l1=1.24 mm

及 l2=1.08 mm 进行参数计算分析。 

当送钞轮的有效接触宽度 lf 变化时，W1, W2 和 W
的变化趋势见图 6。可以看出，随着 lf 的变化，W1, W2

和 W 的值几乎不变，因此 lf 对变形力的影响可以忽

略不计。 

当剥离轮宽度 lg 变化时，W1, W2 和 W 的变化趋

势见图 7。可以看出，随着 lg 的增加，W1, W2 和 W 的

值单调增加，也就是说，若送钞轮的间距固定，剥离

轮越宽，相应的与送钞轮的间距 l1, l2 就变小，导致压

力值增加。 

当交叠量 Δ 变化时，W1, W2 和 W 的变化趋势见

图 8。可以看出，随着交叠量 Δ的增加，W1, W2 和 W 

 

 
图 5  W1, W2 和 W 的值随 l1 的变化情况 

Fig.5 W1, W2 and W changing with l1 

 

 
 

图 6  W1, W2 和 W 的值随 lf 的变化情况 
Fig.6 W1, W2 and W changing with lf 

 
 

 
 

图 7  W1, W2 和 W 的值随 lg 的变化情况 
Fig.7 W1, W2 and W changing with lg 
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图 8  W1, W2 和 W 的值随 Δ 的变化情况 
Fig.8 W1, W2 and W changing with Δ 

 
的值单调增加，但并不是越大越好。因为在交叠夹持

之前，纸币受挖钞轮的作用向下运动基本是平的，进

入重叠区域发生波形弯曲，若交叠量过大会增加纸币

进入交叠量的难度。 

5  结语 

利用弹性梁模型分析了在重叠分离机构中纸张

的变形力，得出变形力与重叠分离机构主要参数的关

系，即变形力正比于交叠量与剥离轮宽度，送钞轮有

效接触宽度对变形力的影响甚微，随着剥离轮与送钞

轮左边距的增加，变形力先减小后增加。为了纸张受力

均衡使得传输更加平稳，剥离轮与送钞轮的左边距值 l1

要略大于右边距 l2。可为重叠机构的设计提供参考。 
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