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基于 Radon 变换与 Schur 分解的彩色图像水印算法 
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摘要：目的 针对彩色图像盲水印算法较为复杂且抗旋转能力差等问题，结合矩阵 Schur 分解和 Radon

变换提出一种抗旋转攻击的彩色图像盲水印算法。方法 该算法首先提取彩色宿主图像的 U 通道图像，

其次对 U 通道图像经 NSCT 变换后的低频分量进行分块处理，将每个像素块分解为对称矩阵和反对称

矩阵，最后对每块对称矩阵进行 Schur 分解，将二值水印嵌入至分解后上三角矩阵的最大特征值中。提

取水印信息时，利用 Randon 变换对含水印图像进行几何校正后再进行水印提取操作。结果 文中算法提

取水印相似度较高，其 NC 值达到 0.9414；结构相似性较高，其 SSIM 值达到 0.9183。结论 该水印算

法在常规信号处理攻击、抗旋转攻击下均具有极强的鲁棒性。 
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Color Image Watermarking Algorithm Based on Radon Transform and 

Schur Decomposition 

SUN Yan-fei, CHEN Qing 
(University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose a color image blind watermarking algorithm resistant to rotation attacks in view 

of such problems as the complex color image blind watermarking algorithm with poor anti-rotation ability, and combined 

with Schur decomposition and Radon transform. Firstly, the proposed algorithm extracted the U channel image of color 

host image, and then divided the low frequency components of U channel image after NSCT transform into blocks to de-

compose each pixel block into symmetric and anti-symmetric matrix. Finally, the Schur decomposition of each symmetric 

matrix was conducted, and the binary watermark was embedded in the maximum eigenvalue of the decomposed upper 

triangular matrix. For the extraction of watermark information, Radon transform was used to extract the watermark after 

the geometric correction of watermark image. The proposed algorithm extracted watermarks with high similarity and its 

NC value reached 0.9414. The structural similarity was high and its SSIM value reached 0.9183. The watermarking algo-

rithm is highly robust against conventional signal processing attacks and anti-rotation attacks. 

KEY WORDS: reconstructed color image; NSCT; Schur decomposition; Radon transform; geometric correction 

数字水印技术作为一种数据保护和版权认证的

方法，逐渐发展成现今信息领域的一个研究热点[1]。

彩色图像水印算法是采用 RGB 格式的宿主图像，通

过改变其离散小波变换[2—3]（DWT）的低频系数来对

彩色图像进行水印的嵌入与提取，但彩色图像 R, G, B

等 3 通道的相关性对水印算法的影响较大，水印信息

易被破坏[4]，因此，找到一种优良的彩色图像嵌水印

方法尤为重要。在水印嵌入的众多方法中最为常见的

是在空间域和变换域嵌水印，而大量实验结果证明变

换域嵌入算法的鲁棒性更好[5]。Cunha AL D[6]等实现

了一种具有多方向性、多尺度特征且满足平移不变要

求的非下采样 Contourlet 变换（NSCT），能去除 Gibbs

图文信息技术 



·184· 包 装 工 程 2018 年 11 月 

失真，更精确地描述图像的边缘、轮廓和纹理等信息。

刘凡[7]等提出了基于矩阵 Schur 分解的彩色图像盲水

印方案，以矩阵 Schur 分解理论为基础，结合 Arnold

置乱[8]和图像分块原理实现水印提取，该算法运算简

单可抵抗常规信号攻击，但未结合变换域处理，不能

抵抗旋转攻击。何冰 [9]提出用四元数实矩阵表征原

图，计算实数字矩阵的 Radon 变换不变矩，利用少量

低阶 Radon 变换不变矩构建零水印信息，但四元数矩

阵计算量大，算法复杂，不适用于实时性要求较高的

情形，且该算法受常规攻击提取水印效果差。 

文中结合非下采样 Contourlet 变换、矩阵 Schur

分解和 Radon 变换等 3 大理论，提出一种新的抵抗旋

转攻击的彩色图像水印算法。 

1  算法原理 

1.1  NSCT 变换 

NSCT 变换的结构见图 1。图像经过非下采样塔

式滤波器的多尺度处理，将图像分解为高频分量和低

频分量，高频分量经多方向地处理后得到多个子分

量，对低频分量则继续迭代分解，分解为下一层的高

频分量以及低频分量。NSCT 的多尺度分解为非下采

样塔形分解，其方向滤波采用的是非下采样方向滤波

组，NSCT 变换只有上采样，分解过程中滤波器中的

失真很小，有利于更好地保持图像的边缘信息和轮廓

结构，水印嵌入至一层 NSCT 分解的低频分量中，利

用 NSCT 变换获取低频系数来嵌入水印信息。 

 
 

图 1  NSCT 变换示意 
Fig.1 NSCT transform diagram 

 

1.2  矩阵 Schur 分解 

Schur 分解继承了 SVD 分解稳定性等优点的同

时弥补了时间复杂度较高的缺点。Schur 分解定理：

设矩阵 A∈Cn×n，A 的特征值为 λ1, λ2…λn，则存在酉

矩阵 U∈Cn×n 与上三角矩阵 T∈Cn×n 使得式（1）成立。 
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式中：UH 为矩阵 U 的共轭转置矩阵。 

任意一个 n 阶方阵 A，则存在唯一的对称矩阵 B

和反对称矩阵 C，使得 A=B+C。其中，B=1/2(A+AT), 

C=1/2(A−AT)[10]。假设矩阵 A 受到扰动后变为 A+βA，

则对称矩阵 B 对此扰动产生的变化为 βB，对称矩阵

B 进行 Schur 分解后的上三角矩阵 T 对角线上的元素

产生的变化为 βλ，可得： 

 T2 22

1

2
      ≥ ≥A A A B   (2) 

式中：|| ||2 为矩阵 A 的 2 范数；β为常数；式（2）

表明，矩阵 A 受到扰动后变为 A+βA 时，其对称矩阵

B 进行 Schur 分解后得到的上三角矩阵 T 产生的变化

要小于矩阵 A 的变化，因此可以将水印信息嵌入到上

三角阵 T 中。 

1.3  Radon 变换 

二维 Radon 变换就是数字图像矩阵在某一指定

角度射线方向上做投影变换，直角坐标系直线方程可

表示为 ρ=xcos θ+ysin θ，其中 f(x,y)为 l 上的点，ρ为

坐标原点到线 l 上的距离，θ 表示线 l 法线方向的夹

角；连续图像的 Radon 变换定义见式（3）。 
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式中：θ 为角度；ρ 为直线距离坐标原点的最短

距离；a 为尺度因子；f(x,y)为图像上某一像素点(x,y)

的灰度值[11]，变换示意见图 2。 
 

 
 

图 2  Radon 变换示意 
Fig.2 Radon transform diagram 

 
原始图像进行 0°的 Radon 变换得参考向量 R0，

随后 R0 在 IPR 信息版权保护中心注册保存，提取水

印时只需将待校正图像与 R0 对比，故该校正算法是

盲检测。Radon 变换检测算法[12]流程见图 3。 

1）将待检测的图像进行角度为 θ的 Radon 变换，

θ∈(−180°~179°)，检测增量为 1°，可得到 360 个检

测向量 R(θ)。 
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图 3  Radon 变换检测算法 
Fig.3 Radon transform detection algorithm 

 
2）根据式(4)计算每一个检测向量 R(θ)与参照向

量 R0 的相关系数。其中系数最大值对应的检测向量

与参照向量最相似，系数最大值对应的角度即是图像

的旋转角度。 
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2  水印算法 

2.1  水印嵌入的算法 

水印嵌入的过程见图 4。 
 

 
 

图 4  水印嵌入 
Fig.4 Watermark embedding 

 

文中将 RGB 彩色宿主图像转换成 YUV 格式，

根据人眼视觉掩蔽特性，相对于色彩的改变，人眼对

明视度的变化更为敏感，故文中算法选择将水印信息

嵌入到代表色度的 U 通道。具体水印嵌入过程如下

所述。 

1）为增加水印嵌入算法鲁棒性和安全性，将像

素大小为 N×N 的二值水印图像 W，通过进行 Arnold

置乱操作得到待嵌入水印图像信息 W'。 

2）算法能有效地抵抗旋转攻击，文中使用 Radon

变换进行角度的检测和矫正，根据 1.3 节的步骤在水

印嵌入前将原始宿主图像 H 进行 0°的 Radon 变换得

参考向量 R0，并对参考向量 R0 进行保存。 

3）原始宿主图像 H 选用像素大小为 M×M 的彩

色图像，将其分解成 Y, U, V 等 3 个通道，提取 U 通

道图像进行一层 NSCT 变换[13]。为了提高水印算法的

鲁棒性和透明性，水印嵌入至一层 NSCT 分解的低频

分量 X0 中。 

4）对低频分量 X0 进行分块处理，将低频分量划

分像素大小为 L×L 的非重叠像素块 An，n=1, 2, 3…。

再将像素块 An 分解为对称矩阵 Bn 与反对称矩阵 Cn

之和。 

5）取每个像素块的对称矩阵 Bn 进行 Schur 分解，

根据式（1）得到分解后的上三角矩阵 Tn，找到矩阵

Tn 的最大值元素 Tmax 及其所在位置坐标(i,j)。然后按

照式（5）将水印信息嵌入至最大值元素 Tmax 中
[14]。  
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式中：W1 为要嵌入的水印；T'max 为 Tmax 经水印

嵌入被修改后的结果；Q 为水印嵌入强度；δ 为水印

嵌入系数。 

6）修改后的矩阵 Tn 进行矩阵 Schur 分解逆运算

后得到对称矩阵 Bn，Bn 与反对称矩阵 Cn 合成像素块

矩阵 An，n=1, 2, 3…。全部像素块 An 重新组合为低

频子带 X'0 再进行 NSCT 逆变换获得含水印信息的 U

通道图像 U'。 

7）含水印信息的 U 通道图像与原始宿主图像的

Y, V 分量重新组合，转换为 RGB 格式后获得含水印

的彩色图像 H'。 

2.2  水印提取算法 

水印提取过程是水印嵌入算法的逆过程，具体流

程见图 5。 

1）将原始图像进行 0°的 Radon 变换后得到的参

考向量 R0 与校正图像的待检测向量 R(θ)对比。取水

印嵌入时已保存的参考向量 R0，根据 1.3 节中 Radon

变换检测算法的步骤，确定检测向量与参考向量相关

系数的最大值所对应的角度，即图像的旋转角度，随

后进行已嵌入水印图像的角度校正。 

2）将校正后的 RGB 含水印图像转换成 YUV 图

像格式，提取 U 通道图像并进行一层 NSCT 变换操

作，得到低频子带 X1。 
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图 5  水印提取 
Fig.5 Watermark extraction 

 
3）对低频子带 X1 进行分块处理，将其划分为

像素大小 L×L 的无重叠像素块 A1n（n=1, 2, 3…），

再将像素块 A1n 分解为对称矩阵 B1n 与反对称矩阵

C1n 之和。 

4）B1n 进行 Schur 分解，每个 B1n 按照式（1）分

解可得一个上三角矩阵 T1
n，根据嵌入算法中的最大

值元素 Tmax 的坐标(i,j)找到矩阵 T1n 中坐标为(i,j)的元

素 T1n(i,j)，随后按照式(1)提取水印图像信息 W'。 
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5）水印图像信息 W'进行 Arnold 逆变换，然后合

成，最终提取出二值水印 W。 

3  实验结果及分析 

一般情况下，用水印的不可见性和鲁棒性来评价

水印算法的性能。文中采用峰值信噪比（PSNR，表

示同一原始宿主图像 H 与其对应含水印信息的宿主

图像 H'的相似程度）及结构相似度 SSIM[15]来衡量水

印的不可见性；用归一化相关系数 NC 衡量水印被攻

击后的鲁棒性。通常 PSNR 值越大或者 SSIM 值越趋

于 1，说明嵌入水印的不可见性越好；NC 值越趋于 1，

提取的水印就越接近原始水印图像，说明水印的鲁棒

性越好。 

文中实验使用 Matlab 平台对上述算法进行仿真

实验。原始宿主图像选用与文献[7]相同的彩色图像

Lena, airplane, baboon, pepper，像素为 512×512；选

用二值图像作水印图像，像素为 32×32，见图 6。实

验选用的 L×L 分块为 8×8，水印嵌入强度 Q 为 80，

嵌入系数 δ为 0.75。 

1）不可见性测试。分别在多幅大小均为 512×512

原始宿主图像中嵌入大小为 32×32 的二值图像作水

印图像，表 1 给出了未受攻击时水印嵌入后的图像、

水印提取结果以及 PSNR 和 SSIM 值等。文献[7]中图

像 PSNR 值在 40 dB 左右，由表 1 数据知，多幅含水

印图像与原始宿主图像基本一致，PSNR 均值为

49.4660 dB，SSIM 值也接近 1，这表明该算法的不可

见性优于文献[7]。同时，未受攻击时提取出的水印

NC 值均为 1，提取出的水印图像与原水印图像基本

无差别。 
 

     
 

图 6  原始宿主和水印图像  
Fig.6 Original host and watermark image 

 
表 1  含水印图像及提取水印实验结果 

Tab.1 Watermarked image and experiment  
results of watermark extraction 

图片 含水印图像 提取水印 PSNR/dB SSIM NC

Lena  49.7178 0.9981 1

airplane  49.2342 0.9986 1

baboon  49.1176 0.9992 1

pepper  49.7945 0.9981 1

 
2）鲁棒性测试。为了进一步验证水印算法的鲁

棒性，对含水印信息的标准 Lena 和 airplane 图像进

行椒盐噪声、均值滤波、1/16 剪切、1/4 剪切、75%JPEG

压缩和 50%JPEG 压缩等常规信号攻击，然后提取水

印信息，实验结果见表 2。由于该算法的水印信息嵌

入到三角矩阵的最大元素中，在含水印图像在遭受常

规信号处理攻击后，分块矩阵的特征值变化不大，实

验数据显示 SSIM 值均超过 0.9100，PSNR 稳定在

44.9443 dB 以上，水印能够清楚地提取出来。与文献

[7]的 NC 值相比，文献[7]算法在受到剪切攻击以及

均值滤波攻击时，影响了攻击区域的水印，鲁棒性较

弱，文中算法的 NC 值在受到常规攻击依然能够保持

在 0.9500 以上，由此说明该算法鲁棒性优于文献[7]

等一般算法，对常规数字图像处理攻击呈现出鲁棒性

较好的特点。 

3）抵抗旋转攻击测试。文献[7]中由于改变了像

素点的空间位置，旋转攻击对水印信息变动大，因此

未能有效抵抗旋转攻击，导致提取的水印失真。针对

几何攻击对图像水印提取的影响，算法应具有良好的 
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表 2  常规信号攻击实验结果 
Tab.2 Experiment results of conventional signal attack 

攻击方

式 
图像 

提取 

水印 

文中算法 文献[7]

PSNR SSIM NC NC 

椒盐噪

声（0.01） 

Lena  49.8513 0.9253 0.9500 0.9571

airplane  48.9234 0.9361 0.9532 0.9252

均值滤

波 

Lena  44.9443 0.9183 1.0000 0.8749

airplane  45.2386 0.9021 1.0000 0.8831

1/16 剪

切 

Lena  44.8942 0.9448 0.9670 0.8546

airplane  44.0234 0.9200 0.9422 0.8230

1/4 剪切 
Lena  49.8126 0.9448 0.9870 0.7534

airplane  48.0244 0.9234 0.9394 0.7530

JPEG 压

缩 75% 

Lena  
45.2397 
0.9575

0.9575 1.0000 0.9999

airplane  44.3375 0.9422 0.9999 0.9982

JPEG 压

缩 50% 

Lena  44.6322 0.9409 0.9613 0.8368

airplane  
43.2387 
0.9409

0.9523 0.9236 0.9017

 

抗旋转攻击性能，因此文中在旋转攻击后使用 Radon

变换检测方法进行角度值估计，并结合原始图像经 0°

的 Radon 变换后的参考向量 R0 与校正图像待检测向

量 R(θ)的对比，确定图像的旋转角度，对已嵌入水印

图像的角度进行校正，校正完成后再进行水印的提

取，这样可以保证算法良好的抗旋转攻击能力。对包

含水印信息的 2 幅标准测试图像 Lena, airplane 分别

进行 5°, 15°, 30°, 45°, 90°, 135°的旋转攻击，结果见

表 3。由表 3 数据可知，分别旋转 5°, 15°, 30°, 45°, 90°, 

135°攻击含水印图像后，NC 值均保持在 0.9658 以上。

含水印图像经一系列旋转攻击后，对含水印图像进行

Radon 变换，检测系数最大值对应的角度即可得图像

的旋转角度，检测到的角度经过精确矫正后继续提取

水印图像，提取的水印图像视觉上可清晰识别，准确

性高，体现出文中算法具有能够有效地抵抗旋转攻击

的能力。 
 

表 3  旋转攻击实验结果 
Tab.3 Rotation attack experiment results 

旋转角度/(°) 
Lena airplane 

提取水印 NC 提取水印 NC 

5  0.9658  0.9544

15  0.9704  0.9825

30  0.9704  0.97 

45  0.9699  0.9732

90  1  1 

135  0.9699  0.9778
 

综合文中算法不可见性、鲁棒性、抗旋转攻击能

力的对比实验分析结果可知，该算法实验数据 PSNR

值均保持在 44.9443 dB 以上，SSIM 值均在 0.9021 以

上，NC 值均在 0.9236 以上。由此说明文中算法宿主

图像嵌入水印的不可见性好，含有水印的图像不仅能

够很好地抵抗常规信号处理攻击，对旋转攻击的抵抗

能力也极强，具有较强的鲁棒性。 

4  结语 

以矩阵 Schur 分解和 NSCT 变换理论为基础，

结合 Radon 变换，提出了一种新的、可有效抵抗旋

转攻击的彩色图像盲水印算法。提取过程无需原始

宿主和水印图像，是一种盲提取方案。理论分析和

实验结果表明该算法水印的不可见性良好，抵抗常

规信号处理以及旋转攻击能力强，保持了较强的鲁

棒性，具有一定的实用价值，可作为彩色图像水印

技术的有力补充。 
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