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摘要：目的 运用拓扑优化技术设计一种平面 2-DOF（Degrees-of-Freedom）柔顺并联机构，使其具有

微米级别的微运动特性。方法 依据平面 2-DOF 并联原型机构的受力情况进行运动特性分析，基于同

构封闭矢量映射原理构建平面 2-DOF 柔顺并联机构的微分运动 Jacobian 矩阵，表达多自由度的柔顺并

联机构从输入到输出间各关节的运动关系。定义柔度为优化目标函数，微分运动 Jacobian 矩阵为运动

条件，材料体积分数为约束条件，构建平面 2-DOF 柔顺并联机构材料属性的有理近似模型，并运用移

动渐进线法优化求解。结果 优化后的平面 2-DOF 柔顺并联机构构型在 x 方向的位移为−0.0089 mm，

在 y 方向的位移为 0.0053 mm，同时，其沿 x 方向和 y 方向的微位移理论值为−0.0031 mm 和 0.0067 mm。

结论 与并联原型机构的运动特性相比，平面 2-DOF 柔顺并联机构优化后的微运动特性具有一致性，

均为微米级。 
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Configuration Design of Planar 2-DOF Compliant Parallel Mechanism Based on  

Topology Optimization 

ZHU Zhi-qiang, XIONG Yan-hong 

(Hubei Polytechnic Institute, Xiaogan 432000, China ) 

ABSTRACT: The paper aims to design a planar 2-DOF compliant parallel mechanism with the topology optimization 

technology to make it have kinetic characteristics at the micron level. The kinetic characteristic was analyzed according to 

the loading situation of planar 2-DOF parallel prototype mechanism. The kinetic differential Jacobian matrix of planar 

2-DOF compliant parallel mechanism was built based on isomorphic closed vector mapping principle to show the kine-

matic relations of the joints from input to output in multiple DOF compliant parallel mechanism. In this paper, the opti-

mization model of rational approximation of material properties for planar 2-DOF compliant parallel mechanism was 

built, which defined the compliance as the optimization objective function, the differential kinetic Jacobian matrix as ki-

netic condition and the material volume ratio as constraint condition. The Moving Asymptotes Method was used to solve 

the optimization problem. For the configuration of planar 2-DOF compliant parallel mechanism after optimization, its 

displacement in x and y direction was −0.0089 mm and 0.0053 mm; however, the theoretical displacement in x and y di-

rection was −0.0031 mm and 0.0067 mm. Results showed that the differential kinetic characteristics of planar 2-DOF 

compliant parallel mechanism optimal configuration is consistent with its parallel prototype mechanism, and the position-

al accuracy is achieved at the micron level. 
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并联机构具有刚度高、承载能力强、惯量较小和
无累积位置误差等优点，已被广泛应用于精密定位装
置[1]。柔顺机构通过材料自身的弹性变形实现相对运
动和力的传递，具有无装配、免润滑和无摩擦磨损等
优点，近年来也成为热点研究之一[2]。 

相关学者对并联机构和柔顺机构进行了研究，
为了所设计的机构同时具备 2 种机构的特性，余跃
庆等[3]将并联机构中的刚性运动副，采用“伪刚体模
型”设计出具有一致运动特性的柔性铰链进行替换。
由于该“堆叠式”方法所设计的柔顺并联机构性能，常
取决于研究者的设计经验，该机构不仅运动学复杂难
求[4]，且刚度偏小，抑制振动的能力偏弱，不利于精
密定位装置中的应用[5]。 

文中基于同构的封闭矢量映射原理，分析了平面
2-PRR 并联机构的运动学问题。依据推导的平面
2-PRR并联机构运动雅可比矩阵，运用拓扑优化技术
对平面 2-PRR 柔顺并联机构进行整体化最佳构型的
设计。 

首先，对传统平面 2-PRR并联机构进行工况条件
分析，研究其运动学问题并采用同构的封闭矢量映射
法构建平面 2-PRR 柔顺并联机构的微分运动 Jacobian

矩阵。其次，定义柔顺为优化目标，微分运动 Jacobian

矩阵为运动条件，材料体积分数为约束条件构建平面
2-PRR柔顺并联机构的 RAMP优化数值模型。然后，
运用MMA算法求解平面 2-PRR柔顺并联机构的优化
模型，并基于 SolidWorks对优化结果的边界进行光滑
曲线拟合。最后，基于 OptiStruct 对优化构型进行力
学仿真分析，通过优化前后的微分运动特性，验证理
论推理的正确性和优化结果的可行性。 

1  平面 2-DOF 原型并联机构构型 

文中以某企业食品包装流水线中对产品位置的
精密检测为出发点，将设备中的平面二自由度并联机
构精密定位装置进行结构优化研究。该机构通过定、
动平台及两者间的支链装配而成，其中，定平台为矩
形框，移动副为驱动副，转动副固结点为动平台，见
图 1。当该机构的驱动副受驱动力作用时，动平台输
出端实现 x, y轴的平动，运动工作空间可控。 

分析 2-PRR 并联原型机构，构建极坐标系，见
图 2。图 2中，以 x轴和 y轴在定平台左下角的交点
处为原点，正 x方向为过原点水平向右，正 y方向为
过原点竖直向上。定平台原点处与移动副 P1，P2 间
的距离为 p1，p2；2条支链转动副间的连杆长度均为

l；2条支链在动平台 D处是转动副 1
2R 和 2

2R 的重合点。 

 

图 1  2-PRR 并联原型机构 
Fig.1 2-PRR parallel prototype mechanism 

 

图 2  2-PRR 并联机构坐标 
Fig.2 Coordinate of 2-PRR parallel mechanism  

2  基于矢量同构映射的微分雅各比

矩阵 

以平面 2-DOF 并联原型机构为参考，为了使拓

扑优化设计的平面 2-PRR 柔顺并联机构与其有一致

的微运动特性，依据运动学原理对 2-PRR 并联原型

机构进行运动 Jacobian矩阵进行推导，并作微分化处

理，得到 2-PRR 柔顺并联机构的微分运动 Jacobian

矩阵。 

2.1  2-PRR 并联机构运动学分析 

课题研究将图 2 的 2-PRR 并联机构作为设计思

路，通过驱动移动副 P1，P2的运动，使动平台 D 实
现平面二自由度的运动特性。基于《机器人学》中的

几何解析法并结合封闭矢量映射原理，分析 2-PRR

并联机构的运动学问题并推算出微分运动 Jacobian

矩阵。并联机构因不易求运动学正解，而易于根据动
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平台在空间的位置求出其运动学逆解，依据并联机构

运动学逆解的唯一性，设动平台 D 的位置坐标为
（x,y），可得： 

2 2
1

2 2
2

p x l y

p y l x

 


  

= +
    (1) 

对式（1）中关于 x和 y的偏导数求解，可得： 
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2 2 2
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对式（2）以 =p J u 形式变换得： 
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  (3) 

对于平面 2-PRR 并联机构，已知动平台 D 在直
角坐标系中的位置，所求关于输入-输出端的矩阵为

运动 Jacobian矩阵，该矩阵反映了机构输入端通过各

关节与输出端之间的空间映射关系。 

2.2  2-PRR 并联机构运动雅克比矩阵 

基于式（3）的运动 Jacobian 矩阵，文中采用同

构封闭映射原理，对柔顺并联机构的微分运动

Jacobian矩阵进行推导。 

分析 2条封闭支链 OP1D和 OP2D，得 

1 1

2 2

OD OP P D

OD OP P D

  


 

  

      (4) 

当支链 OP1D中，连杆 P1D的运动参数为 θ1，则

动平台 D： 

1 1 1

1 1

cos
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x p l
y l



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    (5) 

经微运动后变为 θ1+Δθ1时，得： 

1 1 1 1
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cos( )
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x p l
y l
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    (6) 

基于《高等数学》的等价无穷小原理，可得

cosΔθ1≈1，sinΔθ1≈Δθ1，Δx≈x1−x'1，Δy≈y1−y'1。结合
微分运动特性和式（5—6），得到： 
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对式（7）的中间变量 Δθ1消元得： 

1 1 1 1cos sin cosl x l y l p             (8) 

当支链 OP2D中，连杆 P2D的运动参数为 θ2，动

平台 D为： 

2 2
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x l
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经微运动后变为 θ2+Δθ2时： 

2 2 2

2 2 2 2
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 
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    (10) 

对中间变量 Δθ2消元得： 

2 2 2 2cos sin sinl x l y l p              (11) 

从而，联立式（8）和式（11），得到 2-PRR 柔

顺并联机构的微分运动 Jacobian矩阵为： 
1

1 1

2 2

1 tan

cot 1
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式中：  Tx y  为动平台的微分输出量；

 T

1 2p p  为机构驱动移动副的微分输入量。其中，

雅克比矩阵为： 
1

1

2

1 tan

cot 1




 
  
 

J    (13) 

式（13）为 2-PRR 柔顺并联机构的操作末端与各

运动副间的空间映射关系。为使其与 2-PRR 并联原型

机构具有一致的运动特性，在优化模型的构建中需设定

输入输出的运动 Jacobian矩阵。 

2.3  2-PRR 柔顺并联机构微运动特性 

假设机构在某个运动状态下的参数为 θ1=2π/3和

θ2=3π/4时，基于Matlab可求得式（13）的微分 Jacobian

矩阵： 

0.5293 0.0194

12.8617 0.5293

 
  
 

J  

当 输 入 端 受 载 时 产 生 的 微 运 动 为

   T T

1 2 0.0005 0.0005p p   ， 依 据  T =x y 

 T1 2J p p   可推算出动平台输出端的微运动参数

为： 

0.0031

0.0067

x
y

    
      

 

3  平面 2-DOF 柔顺并联机构工况

条件 

分析图 1 中 2-PRR 并联原型机构在实际应用中的

约束和受载情况，分析出 2-PRR 柔顺并联机构的工况

条件，见图 3。 

图 3中，以定平台固定约束为边界条件，以压电

陶瓷为动力源驱动移动副产生微位移，常取

Fin1=Fin2=500 N，使动平台实现二自由度的微米级运

动特性。文中采用拓扑优化技术设计了 2-PRR 柔顺

并联机构的最佳构型，这是一种整体联接的隐式铰链

形式，对于先前引入“伪刚体模型”设计的柔性铰链，

该方法设计出的铰链具有较高的可靠性，对该机构改

善微米级精密定位精度具有一定的研究意义。 
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图 3  2-PRR 柔顺并联机构工况条件 
Fig.3 Loadstep condition of 2-PRR compliant parallel  

mechanism 

3  平面 2-DOF 柔顺并联机构优化

模型 

3.1  RAMP 材料插值模型 

如何运用合理的材料插值模型，构建优化问题

的数值模型，在结构优化问题中十分重要。变密度

法 [6—7]是引入材料人为密度并与材料的弹性模型建

立函数关系： 

  0e eE f x E     (14) 

式中：Ee为单元 e的弹性模量；xe为单元 e的材
料密度；f（xe）为单元 e的材料密度与弹性模型间的
函数关系；E0为初始的材 4料弹性模型。 

材料属性的有理近似模型[8]（RAMP模型）属于

变密度法的一种，因能有效地消除优化过程中的低密

度区域，在优化设计领域中被广泛应用。它是基于有

理函数并引入惩罚因子，构成关于材料弹性模量和单

元密度的函数关系式，该式对优化过程中材料中间密

度进行二值化处理。 

RAMP的材料插值模型为： 

  01 (1 )
e

e
e

x
E x E

q x
 

  
    (15) 

式中：E(xe)为插值后单元 e的弹性模量；xe为单

元 e的材料密度；q为惩罚因子，取正整数；E0为结

构初始弹性模量。 

3.2  平面 2-DOF 柔顺并联机构优化模型 

文中对平面 2-DOF 柔顺并联机构定义柔度为优

化目标，微分运动 Jacobian矩阵为运动条件，材料体

积分数为约束条件构建结构优化问题的 RAMP 优化

模型：  
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式中：EMS1，EMS2 为受载处 Fin1，Fin2 与运动端

Fout1，Fout2相互作用的互应变能；ue1为单元 e在受载
处 Fin1作用下的位移场；ue2为单元在 e在运动端 Fout1

作用下的位移场；ue3为单元 e 在运动端 Fout1作用下

引起相应受载处的位移；ue4 为单元 e 在输入端 Fin2

作用下的位移场；ue5为单元 e 在输出端 Fout2作用下

的位移场；ue6为单元 e 在运动端 Fout2作用下引起相

应受载端位移；K为整体刚度矩阵；xe为单元 e相对
密度，为 0＜xmin≤xe≤1；xmin 为单元最小密度，为免

去整体刚度矩阵发生奇异，xmin=0.001；V为优化的体
积；V0为给定的体积约束。 

3.3  移动渐进线法 

移动渐进线法[9—10]（MMA 算法）在 1987 年由

Svanbger提出的，该算法是结构响应函数在设计点的

泰勒展开，依据凸线性化进行近似。MMA算法是用

显式移动近似子问题的解来逼近原问题的解。 

基于 MMA算法的结构优化模型为：  

2
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1
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 (17) 

式中：ai，ci和 di均为大于等于 0 的实常数，且

满足 ci+di＞0；x为为设计变量 x1，x2…xn的集合，且
min
jx ， max

jx 为给定的设计变量上下限；fi（x）为优化
问题中目标约束响应函数，i=0…m；y，z为附加设计
变量，且 y=（y1，y2…ym）。 

对式（17）的隐式求解，主要运用显式子问题方

程组的最优解进行逐步近似处理，因此，构造显式子

问题尤为重要，MMA算法中显示子问题构造： 
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式中： ( ) ( )i
if x 为基于特定的设计变量，由函数
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fi(x)经一阶泰

线性。其中，

( ) ( )i
if x 

式（19）

( )

( )

( )

( )

( )

m

m

k
ij

k
ij

k
i

k
j
k

j

q

p

r













( (

( (

i

j

i

j

f
x

x
f

x
x
















 
 



而式（2

时： 
( )

( )

k
j

k
j

l x
u x
 
 
当 k≥3时

( )

( )

k
j
k

j

l x
u x
 
 
式中： 

( )

0

1

1

k
j


 



( ) 10k
ijk 

0,1i  

4  优化结

4.1  基于

平面 2-P

性模量 E=21

g/mm3。 

依据平面

基于 Matlab

度柔顺并联机

用移动渐进线

化迭代求得优

佳构型，见图

泰勒级数展开
( ) ( )i

if x 函数
( )

( )
1

in
ij

i
j j j

p
u x

 


）中： 

( ) ( ) 2

( ) ( ) 2

( )

1

min

max

( ) ((

( ) (

( ) (

max{ ,0.9

min{ ,0.9

k k
i j

k k
i j

n
k

i
j

j

j

x l

u x

f x

x l
x









( )

( )

)) max{

)) max{

k

k

u

x

x









20）中的 ( )k
jl

( ) ( ) max

( ) ( ) max

(

(

k k
j j j
k k

j j j

x x
x x







时： 
( ) ( ) (

( ) ( ) (

(

(

k k k
j j j
k k k

j j j

x x
x u











( ) (

( ) (

( ) (

0.7 (

.2 (

(

k k
j j

k k
j j

k k
j j

x x

x x

x x













3 ( )0 ( )ki

j

f
x

x
 




, 1m j n   

结果仿真分

RAMP-MM

PRR 柔顺并

10 GPa，泊松

面 2-PRR柔顺

的语言程序

机构 RAMP

线算法进行优

优化后的平面

图 4。目标函

所得，该函数

数为： 
( )

( )
( )

i
ij i

ii
j j

q
r

x l
 



( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ( ))

( ( ))

(

0.1 }

ki

j

ki

j

k
ij

k k
j j

k k
j j

f
x

x
f

x
x

p
u x x

l x



















( ) ( )

( )

( )

0.1 }

0, ( )}

{0, ( )

k k
j j

ki

j

ki

j

u x
f

x
x

f
x

x









和 ( )k
ju ，更新

min

x min

)

)
j

j

x
x




  

1) ( 1)

1) ( 1)

)

)

k
j

k
j

l
x








  

1) ( 1) (

1) ( 1) (

1) ( 1) (

)(

)(

)(

k k
j j

k k
j j

k k
j j

x x

x x

x x

 

 

 







5

max min

10
,

j jx x






 

分析与实

MA 的优化

并联机构的材料

松比 μ=0.3，

顺并联机构工

序，对式（16

优化模型进行

优化求解[11—1

面二自由度柔

数关于设计变

数具有可分离

)   (

( )

( )

( )

( ) ( )

)

)

)

k
ij

k
ij

k
ij

k k
j j

k

k

q
x l





}

  (

新准则为，k=

(

(

2)

2)

2)

) 0

) 0

) 0

k

k

k













   (

(

实验测试

化结果 

料为普通钢，

密度 ρ=0.0

工况条件，见图

）的平面二自

行程序编写，
3]，经过 66步

柔顺并联机构

变量在迭代过

包 装 工 程

离凸

(19) 

(20) 

=1,2

(21) 

(22) 

(23) 

      

(24) 

，弹

0079 

图 3，

自由

，运

步优

构最

过程

中的

前 1

定收

4.2

用

面 2

进行

Fi

5.3

Opt

          

的收敛情况见

10步下降得很

收敛。 

图 4  
Fig.4 Optimiz

Fig

2  基于 So

依据平面 2

SolidWorks

2-PRR柔顺并

行有限元前处

图 6  2-P
ig.6 Optimized

3  优化结果

对于平面 2

tiStruct 并在

          

见图 5，从图

很快，第 11

2-PRR 柔顺并
ation result of 

mechan

图 5  优化
g.5 Optimized 

olidWorks

2-PRR 柔顺并

做边界光顺

并联机构 CA

处理，见图 6

PRR 柔顺并联
d CAD model o

mechan

果的仿真分

2-PRR 柔顺并

在同等工况条

        

5中可以看到

步后的柔度值

并联机构优化结
f 2-PRR compl
nism 

迭代曲线 
iteration curve

的优化模型

并联机构的优

处理，获取清

AD模型，基于

。 

联机构优化 CA
of 2-PRR comp
nism 

分析 

并联机构最佳

件下进行静力

2019 年 3 月

到，柔度值在

值开始趋于稳

 

结果 
iant parallel 

 

e 

型提取 

优化结果，运

清晰边界的平

于 HyperMes

 

AD 模型 
pliant parallel 

佳构型，运用

力学分析，得

月 

在

稳

运

平

sh

用

得



第 40 卷  第 5 期 朱志强等：基于拓扑优化的平面 2-DOF 柔顺并联机构构型设计 ·207· 

到构型整体应力分布情况，见图 7。图 7 中，平面

2-PRR 柔顺并联机构的最大应力集中于约束支链和

运动支链联接处，应力最大为 62.68 MPa，小于材料

屈服强度，符合材料设计要求。 

 

图 7  2-PRR 柔顺并联机构应力分布 
Fig.7 Stress distribution of 2-PRR compliant parallel  

mechanism 

得到沿着 x和 y方向的位移分布情况，见图 8。 

 

图 8  2-PRR 柔顺并联机构运动特性 
Fig.8 Kinetic performance of 2-PRR compliant parallel 

 mechanism 

平面 2-PRR 柔顺并联机构理论解 [14—15]和运用

OptiStruct的静力学仿真分析结果，见表 1。 

根据图 9中沿着 x和 y方向的位移分布云图和表
1中的理论仿真参数值，优化后的平面 2-PRR柔顺并

联机构构型与理论计算值处于同一数量级，优化后的 

表 1  优化后动平台运动特性 
Tab.1 Kinetic performance of moving plate after  

optimization  

方向 理论数值/mm 仿真数值/μm 

沿 x 方向位移 −0.0031 −8.926 

沿 y 方向位移 0.0067 5.314 

 
平面 2-PRR 柔顺并联机构与平面 2-PRR 并联原型机

构具有一致的微分运动同构性。 

4.4  实验测试 

基于边界光滑处理后的平面 2-PRR 柔顺并联机

构，对其 CAD 模型进行加工制造并基于实验室的微

位移设备进行精密实验测试，见图 9。 

 

图 9  实验测试 
Fig.9 Experimental measurement 

通过激光追踪器测到该平面 2-PRR 柔顺并联机

构，沿 x和 y方向的位移分别为 3.812 μm和 1.440 μm。

通过实验测试可得，该机构具有微运动特性且位移达

到微米级别，与定位装置的设计精度要求相比，在合

理的误差范围。该测试结果表明拓扑优化技术在平面

2-PRR柔顺并联机构设计中的可行性，同时，还验证

了对于该机构设计过程中的理论解析和仿真验证。 

5  结语 

以 2-PRR 并联机构为研究对象，运用同构封闭

矢量映射原理构建了平面 2-PRR 柔顺并联机构的微

分 Jacobian矩阵。定义柔度为优化问题的目标函数，

微分运动 Jacobian矩阵为运动条件，材料体积为约束

条件构建 RAMP 优化模型，并基于 MMA 算法进行

求解。所得结论如下。 

1）基于微米级输入量，运用同构的封闭矢量映

射原理求出了平面 2-PRR 柔顺并联机构的微分

Jacobian矩阵，并求沿着 x和 y方向的位移位移量。 

2）通过 Matlab 程序实现了多输入-多输出的运

动 Jacobian 矩阵关系构建，实现平面 2-PRR 柔顺并
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联机构的构型优化设计。 

3）采用 SolidWorks对优化结果的光滑处理并运

用 HyperMesh进行有限元前处理，基于 OptiStruct对

其静力学分析。位移云图中得到平面 2-PRR 柔顺并

联机构具有沿着 x 和 y 方向的位移量分别为−8.926 

μm和 5.314 μm，处于微米级，且和所推的理论值相

比处于同一数量级。该方法可为并联机构乃至相关紧

密结构件的结构优化设计提供重要的理论依据。 

4）对平面 2-PRR柔顺并联机构实验测试，得到

沿 x和 y方向的位移分别为 3.812 μm和 1.440 μm。

表明该机构的运动特性达微米级别，与定位装置的设

计精度要求相比，该微运动特性在合理误差范围，因

此拓扑优化技术在平面 2-PRR 柔顺并联机构中具有

可行性。 
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