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摘要：目的 分析含有闭环单元的三自由度 2-UPS/(S+SPR)R 并联机构是否具有伴随运动，并对该机构

的位姿正逆解进行分析。方法 利用欧拉变化得到旋转矩阵，结合机构的结构特性建立约束方程，分析

机构是否具有伴随运动和机构的位姿逆解。利用粒子群（PSO）算法分析机构的位姿正解。结果 该机

构不具备 z 轴方向的转动伴随运动，建立了位姿逆解方程；通过 PSO 算法在输入驱动参数的情况下，

可以精确地得到动平台的位姿。结论 机构不存在伴随运动，通过 PSO 优化算法得到了位姿正解精确的

数值解，为分析机构的工作空间提供了良好的基础。 
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Concomitant Motion and Forward and Inverse Solutions of  
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ABSTRACT: The work aims to analyze whether a three-degree-of-freedom 2-UPS/(S+SPR)R parallel mechanism with 

closed-loop elements has concomitant motion and its forward and inverse position solutions. The rotation matrix was 

obtained by Euler's change, and the constraint equation was established based on the structural characteristics of the 

mechanism to analyze whether the proposed mechanism had concomitant motion and its reverse position solution. The 

particle swarm optimization (PSO) algorithm was used to analyze the forward position of the mechanism. The mecha-

nism had no concomitant motion of the z-axis rotation, and the inverse position equation was established. The PSO 

algorithm could accurately obtain the position of the moving platform when the driving parameters were entered. The 

proposed mechanism does not have concomitant motion. The precise numerical solution of the forward position solu-

tion is obtained through the PSO optimization algorithm, which provides a good basis for analyzing the working space 

of the mechanism. 
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由于并联机构具有结构紧凑、承载能力强等优良

特性，因而广泛地应用于食品、电子、化工、包装等

领域[1—2]。如 DELTA 机器人，通过更改机器人的操

作端，在包装生产流程中完成抓取、分拣、装箱、搬
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运等工作[3]。为了使并联机构能够更好地应用于各领

域，国内外学者在并联机构中引入闭环结构单元。闭

环结构单元的并联机构具有摩擦小、反应迅速、精度

高等优点[4—5]。 

曹磊等[6]设计了可提高包装工作效率的 3-PUPU

并联机构，并对其运动学进行了详细的分析。吕叶萍

等[7]提出的 2R1T 闭环单元并联机构灵活度高，可适

用于多种包装工序。QU Hai-bo等[8]提出了一种基于

闭环驱动单元 RaPWs 进行构型综合的方法。夏昊  

等[9]通过 RPY 角度变换，分析了并联机构是否存在

伴随运动。陈淼等[10]利用粒子群算法分析机构的位姿

正解，并得到了精确解。李平等[11]构造了一种 ABCN- 

Newton 组合算法，用于求解并联机构正解。刘伟锐

等[12]通过进一步改进粒子群算法，使其在求解正解时

的结果更加准确。 

文中对 2-UPS/(S+SPR)R并联机构进行分析，确

定是否具有伴随运动，同时利用改进后的 PSO 算法

对机构的位姿正解进行分析求解。 

1  机构伴随运动分析 

1.1  机构描述 

含有闭环单元的 2-UPS/(S+SPR)R并联机构的自

由度为 2R1T，见图 1。该机构由 1 个等腰直角三角

形的动平台、1个等边三角形的定平台及 3条支链构

成，其中有 2条支链是 UPS，SR支链与 SPR支链构

成含有闭环单元的支链。2 条 UPS 支链中的 U 副分

别与定平台的顶点 A2，A3连接，S副分别与动平台的

B2，B3相连，P 副则为驱动副；SR 支链由 S 副与定

平台的 A0相连，通过 R副与动平台的 B1点相连，SPR

支链中的 S 副与 A2A3的中点 A1连接，R 副与 SR 支 

链上的 B0相连，且满足 A0B0=2/3A0B1。 

 

图 1  2-UPS/(S+SPR)R并联机构 
Fig.1 Parallel mechanism 2-UPS/(S+SPR)R  

 

1.2  伴随运动分析 

通过研究发现，有些并联机构在运动过程中出

现被约束的自由度运动，人们把这种运动称为伴随

运动 [13—14]。伴随运动由并联机构的结构特性决定，

若该机构存在伴随运动，则会影响机构的工作性能，

增大机构的控制难度。 

由图 1可知，初始位置为定平台与动平台平行，

建立以 A0为原心的定坐标系 A0-xyz和以 B1为原心的

动坐标系 B1-uvw。其中，y 轴 A0指向 A1，且与 A1A3

垂直；z 轴与 A0B1相重合，且与定平台垂直；x 轴通

过右手定则确定；v 轴由 B1指向 B2B3，且与 B2B3垂

直；w轴与动平台垂直向上；u轴满足右手定则。设

机构的主要参数为 A0A2=a，B1B2=b，A0B1=c。 

通过欧拉变换 Z-Y-X 型描述动平台的方向和姿

态，所以动坐标系相对于定坐标旋转矩阵为： 

           
cos cos cos sin sin sin cos cos sin cos sin sin

= sin cos sin sin sin cos cos sin sin cos cos sin

sin cos sin cos cos
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A0，A1，A2，A3 在固定坐标系 A0-xyz 的位置矢   

量为： 
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B1相对于定坐标系的位置矢量 P=(X，Y，Z)，所

以动平台上的 Bi（i=1,2,3）点在定坐标系下的位置矢

量为： 

 i iB P RB                      (3) 

式中： iB 为 Bi（i=1,2,3）点在动坐标系下的位

置矢量，分别为： 
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将式（1）和式（4）代入式（3）即可求得 Bi（i=1,2,3）

点在定坐标系下的位置矢量为： 
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  (5) 
根据机构的结构情况可知，B2B3与定坐标系下的

y轴垂直，且在运动的过程中，B2B3与 A0B1保持垂直

关系，故可得到以下约束方程： 
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式中 B2B3矢量为： 
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通过计算可得： 

Z tan

cos
X




               (8) 

根据结构参数 X，Z 的变化不受的影响，只有
当 cos =1 时才能满足要求。此时=0，所以该机构是

不存在绕 z轴转动的伴随运动。 

2  位姿反解分析 

位姿反解是机构运动速度的基础，就是已知输

出运动参数，求解输入的驱动参数。对于该机构是

已知，及 Y，求 A1B0，A2B2，A3B3，其矢量分别表

示为 l1，l2，l3。当=0 时，其在定坐标系下的位置

矢量： 
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根据机构的几何结构关系可得如下关系式： 
2 2 2 2X Y Z c                  (12) 

同时，机构运动到任意位置矢量 A0B1 与矢量

B2B3保持相互垂直的关系： 

0 1 2 3 =0A B B B                    (13)
 

由式（12—13）可得动坐标系相对定坐标系的位

置矢量 P： 
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于是求得逆解的方程为 
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3  位姿正解分析 

已知 2-UPS/(S+SPR)R并联机构的 3个输入驱动

参数，求解其运动学正解位姿参数，及 Y。通常采

用数值法或解析法解决并联机构的正解问题。解析法

的计算量大且计算效率低，数值法受初始设定值影响

较大。 

文中采用粒子群（PSO）优化算法解决正解问题，
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它是由 Kennedy 和 Eberhart 提出的一种仿生优化方

法，与传统的优化方法相比，全局优化能力强且能够

较快地收敛于所求的解[15]。计算过程如下所述。 

1）确定目标函数 
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  (18) 

式中：l1，l2，l3为驱动输入方程，由位置逆解分

析可得。 

li1，li2，li3为驱动输入参数，它们的取值范围分

别为： 
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2）适应度函数： 

1 2 3F f f f    (20) 

将其设置为收敛结果的指标，当其小于 10−6时，

运行结束。 

3）初始化 PSO函数。在运行初始需要设定各项

参数，包括粒子位置 x=（，，Y）、种群规模及最

大迭代次数等，具体设置见表 1。 

在输入参数的取值范围内，选择不同的参数输入

运行文件中，结果见表 2。 

 
表 1  粒子群优化算法参数 

Tab.1 Particle swarm optimization algorithm parameters 

参数 数值 

种群规模 40 

最大迭代次数 1500 

惯性权重 0.9 

学习因子 2 

搜索空间维数 3 

的取值范围 [−30°, 30°] 

的取值范围 [−60°, 60°] 

Y的取值范围/mm [−20, 110] 

 
表 2  位姿正解运算结果 

Tab.2 Calculation results of forward position solution 

算

例 

输    入 输   出 

li1/mm li2/mm li3/mm β/(°) / (°) Y/mm 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

−23 

2.43 

1.62 

−24 

26 

−32 

−28.5 

23 

26 

−24 

−32 

21.5 

−27 

−0.680 

7.051 

8.956 

−2.987 

−3.478 

1.713 

7.557 

1.099 

−0.091 

3.919 

0.311 

1.354 

2.785 

−0.087 

−1.397 

由表 2可得，在给定输入驱动参数的条件下，通

过 PSO优化算法均能得到动平台精确的位姿数值解。

由图 2可知，适应度曲线均能够较快收敛，所以 PSO

算法可以高效地达到求正解的目的。 

 

图 2  各算例 PSO算法适应度曲线 
Fig.2 Fitness curve of PSO algorithm for each example 

 

4  结语 

对含有闭环单元的 2-UPS/(S+SPR)R并联机构进

行伴随运动分析，可知机构在 z轴上不存在转动伴随

运动。结合机构的结构特性得到了机构的位姿逆解

方程。通过粒子群（PSO）算法得到了位姿正解的

精确数值解，为求解机构精确的工作空间提供了良

好的基础。 
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