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摘要：目的 设计一种可调整包装件姿态的分拣、装箱的并联机器人构型。方法 使用位移流形理论综合

具有 2T1R 运动模式的并联机构。用旋量理论分析这种新型机构在一般位形下运动模式的自由度特征，

并分析其支链驱动副选取的可行性。结果 这种新型并联机构能实现具有转动轴线方向可变的 2T1R 运

动模式。结论 该机构具有的运动模式与设计预期相符，可进行平面的移动和转动轴线变化的一维球面

转动。复杂形状的产品在装箱、分拣时，可能需要调整产品的空间姿态，具有转动轴线可变的 2T1R 运

动模式的并联机构，可在该工况下进行应用。 
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Motion Mode of 2T1R Parallel Mechanism with a Variable Rotation Axis 

LIU Wei1,2, CAO Ya-bin1,2 

(1.School of Mechanical and Electrical Engineering, Xi'an Polytechnic University, Xi'an 710660, China;  
2.Xi'an Key Laboratory of Modern Intelligent Textile Equipment, Xi'an 710660, China) 

ABSTRACT: The work aims to design a parallel mechanism which is suitable for the sorting and packaging of the pack-
age required to adjust its attitude. In this paper, the parallel mechanism with 2T1R motion mode was synthesized based on 
the displacement manifold theory. The screw theory was used to analyze the DOF characteristics of the motion mode of 
this new mechanism in general configuration, and the feasibility of selecting the drive pair of its branched chain was ana-
lyzed. The new parallel mechanism could realize the 2T1R motion mode with variable rotation axis. The motion mode of 
the proposed mechanism is in line with the design expectation, and enables the mechanism to move in a plane and rotate 
with a variable rotation axis which forms a one-dimensional spherical surface. In packaging and sorting products with 
complex shape, it may be necessary to adjust the spatial attitude of the products. The parallel mechanism with 2T1R mo-
tion mode with variable rotation axis can be applied under this working condition. 
KEY WORDS: parallel mechanism; variable rotation axis; motion mode 

并联机构 [1]的高刚度、高精确度、高速运动的

特性，使得其在分拣、抓取、装箱，等包装工业领

域有着广泛的应用[2—3]。复杂形状的产品在装箱时，

可能需要调整产品的空间姿态，机械手具有在平面

内移动，且可在空间进行姿态调整的能力，在上述

包装工业生产领域具有一定应用前景。目前存在的

具有 2 个移动自由度和 1 个转动自由度的并联机构
可分为 2 类：一类是平面并联机构，即具有平面内



第 41卷  第 13期 刘伟等：转轴轴线可变的 2T1R并联机构运动模式分析 ·193· 

 

的移动和垂直于移动平面的转动自由度，机构具有

TxTyRz 运动模式；另外一类，是转动轴线在移动平

面之内，机构具有 TxTyRy
[4]运动模式。一些学者对

这 2类并联机构进行了综合和分析。KONG[5]综合了

具有平面运动模式和空间移动模式，即 TxTyRz 和

TxTyTz 2种运动模式的并联机构。RUGGIU[6]综合了

具有 TxTyRy和 TxTyRz这 2 种模式的并联机构。从
TxTyRy运动模式向 TxTyRz运动模式变换，实际上是

转动轴线的方向发生了改变。LI[7]研究了具有运动分

岔的 3T1R并联机构，实际上也是实现了转动轴线在
2 个方向间的变化。值得一提的是 FANG[8]提出的

4-RUC 并联机构也能实现 3 个移动和 1 个转动自由
度的并联机构，然而这种并联机构的运动模式既  
不属于转动轴线分岔的 3T1R 并联机构，也不属于
一般的 3T1R 运动，即转动轴线方向是固定的

Schoenfies[9]运动。4-RUC并联机构动平台的运动模
式比较特殊，使用 3 个正交的移动副与空间 4R[10]

闭环机构进行串联，4R闭环机构输出构件的运动模
式与其相同。在这一研究的启发下，YANG[11]提出

了具有转动轴线在空间变化的 3T1R并联机构。闭环
空间 4R球面机构的输出构件具有 1个转动自由度，
这个转动自由度的转动轴线在空间中会发生改变。

当 2 个独立的移动副串联一个闭环空间 4R 球面机
构，空间 4R球面机构上输出杆件的运动模式，是一
种新型的 2T1R运动模式。结合现有文献资料，该类
型的并联机构较少见。文中使用位移流形理论，设

计一种具有 2T1R转轴轴线空间变换的 3自由度并联
机构。该类型并联机构在平面可进行移动，且可调

整位姿，在一些复杂形状的产品装箱时具有一定应

用价值。 

1  并联机构支链设计 

能实现 2T1R型转动轴线空间可变的运动模式的
并联机构，其支链中应具有 Tx和 Ty 2个方向的移动
自由度。实现转动轴线变化需要不同支链中的 R副能
组成一个空间的 4R 球面机构。球面 4R 机构的 4 个
转动副分别分布在 2条支链上，一般情况下，考虑到
支链结构尽可能对称或相似，则一条支链上有 2个等
效于球面 4R机构中的 2个转动副。如果支链上具有
3个空间的转动自由度，支链上的转动副轴线可以在
空间任意选取。基于以上的分析，支链结构就有 2种
情况。 

1）第 1条支链结构为 xPyPu1Rv1R，其中转动副 u1R
与 v1R轴线相交于点 N。第 2条支链结构为 xPyPNS。
第 3条支链结构为 xPyPzPu2Rv2R。 

2）第 1条支链结构为 xPyPzPu1Rv1R。第 2条支链
结构为 xPyPNS。第 3条支链结构为 xPyPzPu2Rv2R。 

现以第 1 种情况进行机构综合分析。根据支链
1 结构可得到支链 1 末端的位移流形 [12—13]可表   
示为：  

1 1 1 1{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )} T x T y R N R Nu v   (1) 
根据支链 2结构可得到支链 2末端的位移流形可

表示为： 
1 1{ ( )}{ ( )}{ ( )} T x T y S N    (2) 
根据支链 3结构可得到支链 3末端的位移流形可

表示为： 
1 1 1 2 2{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}T x T y T z R A R Bu v   (3)  

3条支链的位移流形的交集为： 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 2 2

1 1 1 1

1 1 1 2 2

1 1 1 1

{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}({ ( , )}{ ( , )}

T x T y R N R N
T x T y S N
T x T y T z R A R B
T x T y R N R N
T x T y T z R N R N
T x T y R N R N










u v

u v
u v

u v
u v

2 2{ ( , )}{ ( , )})R N R N


u v

  (4) 

现以第 2种情况进行机构综合分析。根据支链 1
结构可得到支链 1末端的位移流形可表示为： 

1 1 1 1 1{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )} T x T y T z R A R Bu v  (5) 
根据支链 2结构可得到支链 2末端的位移流形可

表示为： 
1 1{ ( )}{ ( )}{ ( )} T x T y S N   (6) 
根据支链 3结构可得到支链 3末端的位移流形可

表示为： 
1 1 1 2 2{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}T x T y T z R C R Du v   (7) 

3条支链的位移流形的交集为： 

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 2 2

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 2 2

{ ( )}{ ( )}{ ( ){ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( ){ ( , )}{ ( , )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}
{ ( )}{ ( )}{ ( )}{ ( , )}{ ( , )}

T x T y T z R A R B
T x T y S N
T x T y T z R C R D
T x T y T z R N R N
T x T y S N
T x T y T z R N R N











u v

u v
u v

u v

1 1 1 1

2 2

{ ( )}{ ( )}({ ( , )}{ ( , )}
{ ( , )}{ ( , )}
T x T y R N R N
R N R N

u v
u v

  (8) 

式（ 4— 8）中位移流形 {R(N,u1)}{R(N,v1)} 
{R(N,u2)}{R(N,v2)}进行求交运算时，可以把空间球面
机构输出连杆的位移流形等同于上述 2 个位移流形
的交集。上述 2个位移流形的生成元分别对应连接连
杆和机架的 2条支链，支链 1由转动副 R11R12组成，

其位移流形为{R(N,u1)}{R(N,v1)}，支链 2 由转动副
R21R22组成，其流形为{R(N,u2)}{R(N,v2)}，见图 1。
连接转动副 R12，R22的连杆做绕点 N 做转轴轴线变
化的 1维转动。 

综上可知，上述 2种情况下综合的并联机构具有
转轴轴线可变的 2T1R运动模式。 
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图 1  4R空间机构 
Fig.1 4R space Mechanism 

 

2  等效机构  

文献[14]中对支链结构为 xPyPzPu2Rv2R 进行了综
合，这些等效机构都可作为第 1支链和第 3支链。支
链结构为 xPyPNS的位移流形可表示为： 

1 1

1 1

{ ( )}{ ( )}{ ( )}
{ ( )}{ ( )} {( )}{ ( , )}{ ( , )}
T x T y S N
T x T y R z R N y R N x


  (9) 

式中：{T1(x)}{T1(y)}{R(z)}为平面位移子群，
可以选取对应的等效结构，从得到相应的等效   
支链。  

3  转轴轴线可变的 2T1R 并联机构举

例分析 

3.1  变转轴 2T1R 并联机构模型 

根据支链结构及装配几何关系，可以将 3条支链
与动平台、定平台一起组装。图 2 中的 1 支链 B1A1

结构为 yPxTyRuR，移动副 yT与定平台在点 B1相连接，

转动副 uR 与动平台在点 A1相连接。2 支链 B2o 结构
为 yTxTA2S，移动副 yT与定平台在点 B2相连接，球副
A2S 与动平台在点 A2 相连接。3 支链 B3A3 结构为
zTxTyTu3Rv3R，移动副 zT与定平台在点 B3相连接，转

动副 v3R与动平台在点 A3相连接。 

 

图 2  转轴轴线可变的 2T1R型并联机构 
Fig.2 2T1R parallel mechanism with variable rotation axis 

3.2  转轴轴线可变 2T1R 并联机构自由度

分析 

如图 2所示机构位形，在 Bi点建立坐标系 Bi-xiyizi

图 2 中，旋量 13＄ 与 14＄ 对应的转轴相交于点 A2，其

坐标在坐标系 B1-x1y1z1下为（x,y,z）。第 1 支链在坐
标系 B1-x1y1z1下的运动螺旋可表示为： 

11

12

13 2 2

14 1 1 1 1 1 1

(0 0 0; 0 1 0)
(0 0 0;1 0 0)
(0 1 0;  0 )
(  ;   )

z x
l m n a b c





 


＄
＄
＄
＄

  (10) 

式（10）中： 

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

  a n y  m z
b l z  n x
c m x  l y





  (11) 

支链 1在坐标系 B1-x1y1z1下的约束反螺旋为：  
r

11 2 2
r

12 1 1

(0 0 1;  0)
(0 0 0; 0 )

y x

n l

 

 

＄
＄

  (12) 

在坐标系 B2-x2y2z2下，点 A2在坐标为（x2,y2,z2），

支链 2的运动螺旋可表示为： 

21

22

23 2 2

24 2 2

25 2 2

(0 0 0;1 0 0)
(0 0 0; 0 1 0)
(1 0 0; 0 )
(0 1 0; 0 )
(0 0 1; 0)

z y
z x

y x



 
 
 

＄
＄
＄
＄
＄

  (13) 

式（13）中的 5个运动螺旋线性无关，支链 2在
坐标系 B2-x2y2z2下的约束反螺旋为： 

r
21 2 2(0 0 1; 0)y x ＄   (14) 
在 B3点建立坐标系 B3-x3y3z3，在坐标系 B3-x3y3z3

下，点 A3在坐标为（x3,y3,z3），图 2中的第 3支链在
坐标系 B3-x3y3z3下的运动螺旋可表示为： 

31

32

33

34 3 3 3 3 3

35 3 3 3 3 3 3

(0 0 0; 0 0 1)
(0 0 0; 0 1 0)
(0 0 0;1 0 0)
(  0;   )
(  ;   )
l m a b c
p q r d e f







＄
＄
＄
＄
＄

  (15) 

式（15）中： 

3 3 3

3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

a m z
b l z
c m x  l y
d r y q z
e p z  r x
f  q x  p y























  (16) 

式（15）中的 5个运动螺旋线性无关，支链 3在
坐标系 B3-x3y3z3下的约束反螺旋为：  

r
31 3 3 3(0 0 0;   )g h i＄   (17) 
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式（17）中： 
3 3 3

3 3 3

3 3 3 3 3

g m r
h l r
i l q  m p



 

 

  (18) 

结合 3条支链的约束反旋量，得到约束系反旋量： 
r

11 2 2
r

12 1 1
r
21 2 2
r

31 3 3 3

(0 0 1; 0)
(0 0 0;  0 )
(0 0 1; 0)
(0 0 0;   )

y x

n l

y x

g h i

 

 

 



＄
＄
＄
＄

  (19) 

式（19）表示 2个约束力旋量和 2约束力偶旋量，
力旋量 r

11＄ 和 r
21＄ 共轴，力偶旋量 r

12＄ 和 r
31＄ 约束了 2

个转动自由度。可知 4个旋量线性相关，反旋量系秩
为 3，υ=1。 

采用修正的 Kutzbach-Grübler公式计算机构自由
度[15]： 

 6 1 iM n g f        (20) 

式中：M为机构的自由度；n为机构构件总数；
g为机构的运动副数；fi为第 i个运动副的自由度数；
υ为冗余约束数。 

 6 11 12 1 +14 +1 = 3M     (21) 
3个支链分别约束了动平台沿 z轴的移动和沿力

偶旋量 r
12＄ 和 r

31＄ 轴线的转动，即并联机构在图 2位形
下具有沿 x，y 轴的移动和一个转动自由度，该转动
自由度转动轴线垂直于力偶旋量 r

12＄ 和 r
31＄ 的轴线。力

偶旋量 r
12＄ 和 r

31＄ 的轴线都会由于动平台转动而发生

改变，因而该转动自由度的转动轴线也会发生变化。 

3.3  支链中驱动副的选取合理性分析 

一般情况下驱动副应布置在定平台上，或与定平

台尽可能靠近，因而，可选取支链 1和支链 2中与定
平台直接连接的移动副为驱动副，支链 3中选取连接
2个球副的移动副为驱动副。并联机构驱动副选取的
合理性，可以通过计算锁定支链中驱动副后机构的自

由度来验证。当锁定支链中驱动副后机构自由度为 0，
则说明驱动副选取正确；否则说明驱动副选取错误。 

在图 3所示机构一般位形下，锁定图 3中虚线圆
环所包含的支链 1，2，3中的驱动副。 

在 Bi点建立坐标系 Bi-xiyizi，图 3 中的第 1 支链
在坐标系 B1-x1y1z1下的运动螺旋可表示为： 

12

13 2 2

14 1 1 1 1 1 1

(0 0 0;1 0 0)
(0 1 0;  0 )
( ;   )

z x
l m n a b c


 


＄
＄
＄

  (22) 

式（22）中： 

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2

 a n y  m z
b l z n x
c m x l y

  






 
 
    (23) 

 

图 3  转动轴向可变 2T1R并联机构的驱动副布置示意 
Fig.3 Schematic diagram of the drive pair arrangement of the 

2T1R mechanism with a variable rotation axis 
 

在支链 1的一般位形下，式（22）中的 3个运动
螺旋线性无关，支链 1在坐标系 B1-x1y1z1下的约束反

螺旋为： 
r

11 2 2
r

12 1 1
r

13 2 2

(0 0 1; 0)
(0 0 0; 0 )
(0 1 0;  0 )

y x
n l

z x

 
 

 

＄
＄
＄

  (24) 

图 3中的第 2支链在坐标系 B2-x2y2z2下的运动螺

旋可表示为： 

22

23 2 2

24 2 2

25 2 2

(0 0 0;0 1 0)
(1 0 0;0 )
(0 1 0; 0 )
(0 0 1;  0)

z y
z x

y x


 

 

 

＄
＄
＄
＄

  (25) 

支链 2在坐标系 B2-x2y2z2下的约束反螺旋为： 
r
21 2 2
r
22 2 2

0 0 1;  0
1 0 0;0 

y x

z y

 

 

＄
＄
（ ）

（ ）
  (26) 

图 3中的第 3支链在坐标系 B3-x3y3z3下的运动螺

旋可表示为：            

32

33

34 3 3 3 3 3

35 3 3 3 3 3 3

(0 0 0;0 1 0)
(0 0 0;1 0 0)
( 0;   )
(   ;   )
l m a b c
p q r d e f







＄
＄
＄
＄

  (27) 

式（27）中： 

3 3 3

3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

a m z
b l z
c m x   l y
d r y   q z
e p z   r x
f  q x   p y

 



 

 

 

 

  (28) 

式（27）中的 4个运动螺旋线性无关，支链 3在
坐标系 B3-x3y3z3下的约束反螺旋为： 

r
31 3 3 3
r

32 3 3

(0 0 0;   )
(0 0 1;0 )

g h i

z y



 

＄
＄

  (29) 
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式（29）中： 
3 3 3

3 3 3

3 3 3 3 3

g m r
h  l r
i l q   m p



 

 

  (30) 

结合支链 1，2，3施加给动平台的约束，得到：  
r

11 2 2
r

12 1 1
r

13 2 2
r
21 2 2
r
22 2 2
r

31 3 3 3
r

32 3 3

(0 0 1; 0)
(0 0 0;  0 )
(0 1 0;  0 )
(0 0 1; 0)
(1 0 0;0 )
(0 0 0;   )
(0 0 1;0 )

y x
n l
z x

y x

z y
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  (31) 

在机构的一般位形下，式（31）所表示的旋量系
满秩，即图 3中动平台上所受到的 5个力旋量和 2个
力偶线性相关，分别限制了动平台沿 x 轴、y 轴、z
轴的移动和沿平行于 x 轴、y 轴、z 轴的转动。力旋
量 r

11＄ 和 r
21＄ 共轴，动平台上施加的约束系存在冗余约

束，即 υ=1。 
6(8 9 1) +11+1 = 0M                  (32) 

图 3中的动平台具有 0个自由度。图 3所示动平
台在一般位形下，当支链 1，2，3中驱动副锁定时，
动平台不具有任何自由度，处于锁定状态，因而，驱

动副的选择是合理的。 

4  结语 

文中通过位移流形理论和旋量理论设计了一种

具有转动轴线可变的 2T1R并联机构进行了，并分析
验证了其自由度的类型，确定了支链中作为驱动副的

运动副。这种新机构能实现一种特殊的 2T1R运动模
式，其特征在于转动时的转动轴线方向可以发生改

变，这种运动模式与传统的 2T1R运动模式不同。具
有该运动模式的并联机构在复杂形状产品调整姿态

后装箱时，具有一定应用价值。 
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