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喷涂机悬臂梁的正弦激励参数振动分析 
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摘要：目的 自动式喷涂机喷涂效率和质量较低与其在工作过程中受激产生振动密切相关，需要进行参

数振动分析，以提高喷涂机系统的稳定性。方法 首先建立喷涂机力臂-喷枪系统的正弦激励悬臂梁的弯

扭耦合振动模型，对系统的参变方程进行有限差分离散处理，得到系统的质量和时变刚度矩阵，然后运

用时间离散和 Matlab 振动工具箱进行求解和分析。结果 喷涂机系统的固有频率随时间的变化情况近似

于正弦，且随着激励振幅和激励频率的增加都有趋于增大。当激励幅度大于 3 cm 时，系统的振动幅值

会急剧增加，说明弯扭振动发散，系统趋于不稳定。当激励频率大于 150 rad/s 时为不稳定区域；激励

频率小于 150 rad/s 时系统的大部分区域趋于稳定；同时在激励频率等于 95 rad/s 附近系统不稳定。结论 
喷涂机悬臂梁在不同激励参数条件下具有复杂的振动行为，研究其振动特性对提高自动式喷涂机的稳定

性和效率具有重要的指导意义。 
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Sine Excitation Parameter Vibration of Sprayer Cantilever Beam 

ZHU You-feng, LIU Xin-hua, WANG Qiang, WANG Zi-bo 

(College of Transportation, Shandong University of Science and Technology, Qingdao 266590, China) 

ABSTRACT: The work aims to necessarily analyze the parameter vibration to improve the stability of the sprayer system 
as the problem of low spray efficiency and quality of the automatic sprayer is closely related to the vibration generated 
during the working process. Firstly, the bending-torsion coupled vibration model for the sine excitation cantilever beam of 
sprayer arm-spray gun system was established and the finite difference discretization of the system's parameter variation 
equation was conducted to obtain the mass and time-varying stiffness matrices of the system. Then, the time discretization 
and Matlab vibration toolbox was used for solution and analysis. The natural frequency of the sprayer system had a sinu-
soidal variation trend with the time, and it had a tendency to increase with the increase of excitation amplitude and fre-
quency. When u>3 cm, the vibration amplitude of the system would increase sharply, indicating that the bending-torsion 
was divergent and the system tended to be unstable. When Ω>150 rad/s, it was unstable; when Ω<150 rad/s, most of the 
system tended to be stable, and the system was unstable near Ω=95 rad/s. The sprayer cantilever beam has complex vibra-
tion behavior under different excitation parameters. It is of great significance to study its vibration characteristics for im-
proving the stability and efficiency of the automatic sprayer. 
KEY WORDS: sprayer; cantilever beam; finite difference; parameter vibration; sine excitation 
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国内包装机械行业近年来已经取得长足进步，但

在包装效率和可靠性方面与国外差距依旧较大[1]。国

内包装机械尚未制定严格的标准，零部件制造标准过

低导致性能不稳定[2]，包装机械生产过程中产生共振

运动，导致包装质量下降，可靠性变差。参数振动是

除自由振动、受迫振动和自激振动以外的又一种振动

形式，它由外界的激励产生，但激励不是以外力形式

施加于系统，而是通过系统内参数的周期性改变间接

地实现。参数振动在包装机械中普遍存在，如变长度

摆的运动、轴向周期力激励的直杆、非圆截面轴的横

向振动、电动机车传动轴的扭振等。Cusumano 和
Moon[3]对正弦激励下矩形截面悬臂梁的非线性弯扭

耦合振动进行了分析研究。Branko 和 Milisavljevic[4]

对末端集中载荷作用悬臂梁的变形和分叉进行了分

析。Zhang等[5]采用多尺度法[6—7]对动态非线性振动

悬臂梁进行了研究，分析了 2∶1 内共振，1/2 次亚
谐共振，以及主共振时的全局分岔和混沌现象。马

成习 [8]利用 Pro/E 软件对包机槽轮机构进行了参数
化设计建模，运动仿真分析表明，提高了槽轮机构

的设计效率，为槽轮机构的数字化设计、加工提供

了理论依据。Bang[9]对运用伽辽金法 [10]和多尺度法

对正弦激励悬臂梁进行了研究，并对其稳定性进行

了分析。丁毅[11]应用 Adams 和 Pro/E 软件，对润滑
脂灌装机进行了联合仿真分析，提高了包装机械的

设计能力和质量。李云东 [12]对非线性弹性地基上悬

臂管道的参数振动进行了研究，对系统的分岔和混

沌现象进行了分析。汪峰 [13]考虑了温度和几何非线

性的影响建立了斜拉索的数学模型，利用多尺度法

对模型进行了分析。张薇 [14]根据齿轮的非线性阻尼

和刚度建立了直齿圆柱齿轮啮合藕合振动系统的参

数模型，利用多尺度法对系统的共振和亚谐共振进

行了研究。 
文中采用有限差分离散方法，借助 Matlab振动 

工具箱，无需坐标变换使方程解耦，可以直接对一

般的非自治振动系统进行数值分析，得到固有频率

和振型的特性。另外，利用状态空间分析方法对多

自由度的参数振动系统的时域分析也具有通用性，

可以快速仿真各种激励条件下的振动位移响应和相

轨迹。 

1  差分方程的建立 

1.1  微分方程的建立 

将自动式喷涂机的发动机、泵体、带轮、导轨、

散热系统等简化为定子部分，将力臂和喷枪部分简化

为悬臂梁，文中主要分析力臂和喷枪的受力振动情

况。则自动式高压喷涂机悬臂梁模型见图 1，u(t)= 
ucos(Ωt)是悬臂梁的激励，u 和 Ω 分别表示激励的幅
度和频率。当激励的方向为垂直方向时，会引起绕 x
轴的扭转变形，ν(z,t)和 θ(z,t)分别表示绕 x 轴的变形
量和绕 xy平面的扭转变形量。 

为了研究弯曲和扭转方向的运动，建立了弯扭

耦合运动的微分方程。方程中的耦合项来源于 x 方
向的力矩作用，可以通过（l−z）部分的自由体受力
图求解，力矩的产生是由于（l−z）部分的质量。根
据动量定理和牛顿第二定律，悬臂梁的弯扭耦合振

动微分方程为： 
2
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图 1  喷涂机悬臂梁模型 
Fig.1 Cantilever beam model of the sprayer 
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式中：m为悬臂梁的线质量密度（kg/m）；I为悬
臂梁的线转动惯量（kg·m2）；E为悬臂梁的弹性模量
（Pa）；G 为悬臂梁的剪切模量（Pa）；Ιy为悬臂梁 y
向的惯性矩（m4）；J 为悬臂梁的极惯性矩（m4）；l
为悬臂梁的长度（m）。 

1.2  有限差分离散 

喷涂机悬臂梁的边界条件为： 
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根据一次差分公式和边界条件可以得到： 
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根据二次、三次差分公式和边界条件： 
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求解后得到： 
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最后计算求出四阶导数的差分： 
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同理，一阶导数的差分为： 
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二阶导数的差分为： 
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根据扭转方向边界条件，可以得到一阶导数的差

分为： 
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二阶导数的差分为： 
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2  喷涂机悬臂梁的固有频率 

将差分公式代入微分方程中的微分项后，得到旋

转梁的矩阵表达式： 
( ) 0x t x M K   (12) 

式中：M 为 2N×2N 的质量矩阵；K(t)为 2N×2N
时变刚度矩阵，不能用传统方法进行求解，可以对刚

度矩阵进行时间离散，化为一般刚度矩阵，然后运用

Matlab 振动工具箱的 vtb4-3 进行求解；x=[ν1, ν2, 
ν3…vN, θ1, θ2, θ3…θN]。选择喷涂机旋转梁参数：l=   
2 m，m=6.4 kg/m，I=13.3 kg·m2，E=6.2 GPa，G=0.5 
GPa，Iy=2.1 m4，J=4.2 m4，g=9.8。 

当 u=0.1 cm，Ω=50 rad/s时得到系统的前 3阶固
有频率，见图 2，固有频率都随时间的变化曲线近似
于正弦函数，一阶固有频率的变化幅度较大，二、三

阶固有频率的变化较小。 
由于固有频率的时变特性，直接求解固有频率随

激励振幅和频率的变化曲线比较困难。可以分别求解

正弦激励的波峰和波谷位置固有频率变化曲线，其他

位置的固有频率都在两条曲线之间变化，可以近似得

到固有频率随激励振幅和频率的变化曲线。Ω=50 
rad/s时激励振幅与固有频率的关系曲线见图 3，u=0.1 
cm 时激励频率与固有频率的关系曲线见图 4，实线
表示波峰位置的变化曲线，虚线表示波谷位置的变化

曲线。从图 3和图 4中可以看出，固有频率随激励振 
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图 2  固有频率的时变特性（u=0.1 cm，Ω=50 rad/s） 
Fig.2 Time-varying characteristics of natural frequency 

(u=0.1 cm, Ω=50 rad/s) 

 
幅和频率的增加都有变大的趋势，一阶固有频率的变

化较大，二，三阶固有频率的变化较小，波峰位置的

固有频率要略大于波谷位置。 

3  喷涂机悬臂梁的振动仿真 

将差分公式代入式（1—2）中的微分项后，根据
差分结点的选择数目，对影响参数进行合成，最后可

得到正弦激励悬臂梁的表达式： 

 
 
 
图 3  激振幅度对固有频率的影响（Ω=50 rad/s） 
Fig.3 Effect of the excitation amplitude on the natural  

frequency (Ω=50 rad/s) 
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设定： 

j jy x 
  (14) 

可以得到悬臂梁的状态方程： 
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以状态变量为基，建立抽象的 4N维空间称为状 
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图 4  激振频率对固有频率的影响（u=0.1 cm） 
Fig.4 Effect of excitation frequency on natural frequency 

(u=0.1 cm) 

态空间，相空间内的每个点与状态变量的每组值相对

应，称为相点，随着时间的推移，相点在相空间中位

置不断改变，描绘的曲线称为相轨迹。运用时间离散

和 Matlab 振动工具箱进行混合编程，可以对正弦激
励悬臂梁弯扭变形和相轨迹进行仿真。 

以 lgAm=lg(max(abs(vN))+max(abs(θN))+1) 为 纵
轴，激励振幅或者激励频率为横轴，可以得到激励振

幅和激励频率与弯扭振动幅度之间的关系曲线。

v8=−0.4803 cm，θ8=−0.0.3060 rad，Ω=50 rad/s时的激
励振幅与振动幅度的关系曲线见图 5a。从图 5a中看
出当 u>3 cm时，振动幅度急剧增加，说明弯扭振动
发散，系统趋于不稳定区域。v8=−0.480 cm，θ8= 
−0.0.3060 rad，u=0.1 cm时的激励频率与振动幅度的
关系曲线见图 5b。从图 5b中可以看出，Ω>150 rad/s
时为不稳定区域。Ω<150 rad/s 时系统的大部分区域
趋于稳定，只是在 Ω=95 rad/s附近不稳定，它恰好位
于一阶固有频率的 2倍区域。 

选择节点数 N=8，激励参数为 u=0.1 cm，Ω=50 
rad/s，悬臂梁末端位移的初始条件选择为：
v8=−0.4803 cm，θ8=−0.0.3060 rad，其他节点的位移
初值根据主振型进行选取，以保证连续杆件位移的

连续性。仿真曲线见图 6。正弦激励悬臂梁末端弯曲
振动的时间位移曲线见图 6a，弯曲振动的相轨迹见
图 6b，扭转振动的时间位移曲线见图 6c，扭转振动
的相轨迹见图 6d。从图 6 中可以看出，正弦激励喷
涂机悬臂梁作稳态振动，位移时间曲线具有明显的

周期性特征，是正弦激励作用的结果，振幅大小与

激励振幅有关，周期由激励频率决定。当 N=8，u=4 
cm，Ω=50 rad/s，v8=−0.5134 cm，θ8=−0.2965 rad时，
可以得到图 7，为系统的不稳定振动。当 N=8，u=0.1 
cm，Ω=130 rad/s，v8=−0.4849 cm，θ8=−0.3027 rad
时，可以得到图 8，悬臂梁末端振动位移不断增大，
为不稳定振动。 

 

 
 

图 5  正弦激励悬臂梁的稳定性 
Fig.5 Stability of sine excitation cantilever beam 



·228· 包 装 工 程 2020年 7月 

 

 
 

图 6  悬臂梁末端的变形和相轨迹（u=0.1cm，Ω=50 rad/s） 
Fig.6 Deformation and phase trajectory at the end of the cantilever beam (u =0.1 cm, Ω=50 rad/s) 

 

 
 

图 7  悬臂梁末端的变形和相轨迹（u=4 cm, Ω=50 rad/s） 
Fig.7 Deformation and phase trajectory at the end of the cantilever beam (u=4 cm, Ω=50 rad/s) 
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图 8  悬臂梁末端的变形和相轨迹（u=0.1 cm, Ω=130 rad/s） 
Fig.8 Deformation and phase trajectory at the end of the cantilever beam (u=0.1 cm, Ω=130 rad/s) 

 

4  结语 

文中运用有限差分离散、时间离散、Matlab振动
工具箱和状态空间分析法，对喷涂机的正弦激励悬臂

梁的弯扭耦合的参数振动进行了仿真分析，求出典型

参数下固有频率的时变曲线，得到了激励振幅和激励

频率的变化量与固有频率的关系曲线。对激励振幅和

激励频率对系统稳定性的影响进行了分析，并分别求

得稳定振动和不稳定振动下的时间位移曲线和相轨

迹。借助于时间离散，将喷涂机喷枪的受迫振动、参

数振动等非自治系统进行了自治化处理，使得计算方

法更加多样化。以时间和空间离散为基础建立的状态

空间方程，借助于 Matlab 振动工具箱编程运算，可
以快速仿真各种激励条件下的振动位移和相轨迹，并

能根据振动幅度的大小判别系统的稳定性。振动分析

是控制施加的基础，对喷涂机喷涂精度和生产效率的

提高有重要的理论指导意义。 
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