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摘要：目的 以含线性阻尼的正切型缓冲包装系统为研究对象，利用 NHB 方法求解系统跌落冲击的逼近

解析解。方法 首先建立系统的跌落冲击动力学方程；其次引入无量纲位移与时间参数，并经线性化处

理，应用 NHB 法得到系统响应的逼近解析解；然后进一步得出系统跌落冲击时，最大位移、峰值加速

度及持续时间表达式；最后利用实例对比明确提案算法的计算精度。结果 提案的 NHB 法与 R-K 法数

值解的对比结果表明，提案法所得位移及加速度的相对误差平均值均控制在 6%以内。阻尼系数对系统

响应影响显著，当阻尼系数越大，峰值位移就越小，系统的峰值时间和振动频率也会相应减小。结论 NHB
法适用于含线性阻尼的正切型包装系统跌落冲击的求解问题。 
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NHB Method for Analyzing Drop Shock Response of Tangent Packaging  
System with Linear Damping 

ZHONG Chen, QIN Qing-hai, ZHAO Dong-jing 

(Qufu Normal University, Rizhao 276800, China) 

ABSTRACT: The work aims to propose an approximate analytical solution for the drop shock system by using the NHB 
method with the tangent packaging system with linear damping as the research object. Firstly, the drop impact dynamics 
equation of the system was established. Secondly, the dimensionless parameters-displacement and time-were introduced. 
Afterwards, the approximate analytical solution of the system response was obtained by using the NHB method after li-
nearization. Thirdly, the expressions of the maximum displacement, peak acceleration and duration were further obtained. 
Finally, the calculation accuracy of the proposed algorithm was confirmed by case study. The comparison between the 
proposed NHB method and the R-K method showed that the average value of relative errors of displacement and accele-
ration obtained by the proposed method was controlled within 6%. The damping coefficient significantly affected the re-
sponse of the system. Following the increase of the damping coefficient, the peak displacement decreased. Meanwhile, the 
peak time and oscillation frequency of the system decreased to some extent. The NHB method is suitable for solving the 
drop shock response of tangent packaging system with linear damping. 
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产品在流通环节会普遍承受较大冲击加速度，有

时甚至高达数百个 g[1—2]。若包装不当，产品会因外

部动力学激励而破损，而冲击是造成产品破损的重要

原因之一。加强对运输包装耦合系统的响应分析研

究，有助于减少因包装不当而造成的经济损失，这对

包装技术的发展具有重要意义。 
大量实验表明，常用包装缓冲材料的载荷与变形

量关系呈非线性特性。非线性系统的分析较线性系统

复杂许多，到目前还没有统一处理的有效数学工具。近

年来，龙格−库塔法（Runge-kutta method, R-K）[3—4]、

变分迭代法[5−8]、同伦摄动法[9—10]、能量平衡法[11—12]

等方法被广泛应用于非线性包装系统问题的求解，尤

其是 R-K 法在运输包装领域应用最为广泛。目前的

研究也存在一些局限，如变分迭代法需要建立迭代关

系并对过程进行控制，同伦摄动法对初始猜测值要求

较高等。牛顿谐波平衡法（Newton-harmonic balancing 
method, NHB）将牛顿线性化方法与谐波平衡法[13—14]

有机结合起来，该法源于求解非线性振动问题，经初

始条件改变后可用于产品跌落问题的求解[15—16]。牛

顿谐波平衡法不依赖小参数，针对强非线性问题可获

得较高精度[17—18]。常用包装缓冲材料除具有非线性

特性之外，还具有典型阻尼特征，故笔者针对考虑

线性阻尼的非线性系统，基于 NHB 法对其进行跌落

冲击过程的响应分析，以进一步扩展运输包装算法

理论。 

1  系统的模型与动力学表达式 

运输包装系统视为单自由度（Single degree of 
freedom，SDOF）含线性阻尼的正切型缓冲包装系统，

首先获取包装系统在跌落冲击下的响应解析表达式。 
正切型包装材料的载荷-变形曲线见图 1，其弹性

力 F 与变形 x 的表达式见式（1）。 
 

 
 

图 1  正切型缓冲材料载荷-变形量曲线 
Fig.1 Load-deformation curve of cushioning materials  

with tangent characteristics 
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单自由度含线性阻尼的正切型包装系统在跌落

冲击状态的力学模型可简化，见图 2，此时冲击动力

学方程见式（2）。 
0 b

b

2 tan =0
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x
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给定初始条件见式（3）。 
   0 0, 0 2x x gH   (3) 

式中：k0 为缓冲材料的初始弹性系数；xb 为材料

的压缩极限位移；m 为产品质量；g 为重力加速度，

取 9.8 m/s2；c 为阻尼系数；H 为包装件的初始跌落

高度。 

 

图 2  单自由度含线性阻尼的正切型包装系统跌落 
冲击模型 

Fig.2 Drop impact model of sDOF tangent packaging  
system with linear damping 

 
引入参量 L0 = 2xb / ，T = (m/k0)1/2 及无量纲位移

参数  = x/L0，时间参数  = t/T，则式（2）和式（3）
经变换后的无量纲动力学方程及初始条件分别见式

（4—5）。 
2 tan 0       (4) 

     0 0 b0 0, 0 2 2gHmk k x    (5) 
式中：2  = c/m， 为衰减系数。 
进一步将 tan 展开为泰勒级数，并略去高于五

阶小量，则式（4）可改写为式（6）。 
3 51 22 0

3 15
           (6) 

2  基于 NHB法的近似解 

引入新变量1 =，相应所研究包装系统的动力

学方程式（6）变为式（7）。 
2

2 3 5
2

11

d d 1 22 0
d 3 15d

     


      (7) 

应用牛顿线性化步骤，位移和频率分别在1，1

处展开为式（8）和式（9）。 
1 1= +    (8) 

   2 22 2
1 1 1 1 1 1 1 1= + = +2 + = +            ，

 (9) 
将式（8）及式（9）一并代入式（7），略去高阶

小量，可得式（10）。 
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为满足式（6）所示的微分方程，初始逼近解可

选用式（11）或式（12）。 
   1 C 1 1 S 1 1= cos sinX X      (11) 

   1 1 1 1= sinX        (12) 

其中， 
           C 1 1 1 S 1 1 1cos , sinX X X X         

 (13) 
式中：XC( 1)，XS( 1)为待定方程，由初始条件确定。 
将式（11）和（13）均代入式（10）中，可得式

（14）。 
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得到式（15—16）。 

 3 3 1sin sin sin 3
4 4

x x x   (15) 

   5 5 5 1sin sin sin 3 sin 5
8 16 16

x x x x    (16) 

将式（15—16）带入式（14），经整理后可得式

（17）。 
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   0o X   (17) 

为获得一阶近似解，令 Δ 1=0，Δ1=0，此时

21Δ1+(Δ1)2 为无穷小量，故式（9）仅保留1
2 项，

一并可得式（18）。 
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其中， 
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cos )X     (20) 
略去高阶小量，分别令 cos 1 和 sin 1 前的系数

为 0，则基于 NHB 的一阶近似解见式（21）。 
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为叙述方便，将式（21）中的分数部分简化为式

（22—23）。 
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动力学表达式（21）的速度、位移的一阶解析解

见式（24—25）。 
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跌落冲击持续时间见式（26）。 
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由极值原理及函数性质，可求得跌落冲击过程最

大位移和最大加速度分别见式（27—28）。 
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其中， 
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为求解未知参数，由初始条件及加速度表达式
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（25）可得式（30）。 

   2 4 2 2
02 1Hk mg         (30) 

对于确定系统，当产品跌落高度 H 或初始速度

x'(0)给定时，参数可由式（30）确定。 

3  算例分析 

3.1  NHB解析解的精度 

R-K 法是目前公认求解非线性系统数值解误差

较小的一种方法，是广大学者[9,15—16]作为非线性包装

系统解法的误差评价标准。为评价基于 NHB 法近似

解的计算精度，文中基于 R-K 法，用四阶方法提供

候选解，五阶方法控制误差，具有较高的误差分析精

度。给定特定参数：m=20 kg，g=9.8 m/s2，H=0.6 m，

k0=2.5×105 N/m，xb=0.05 m，c=1200 N·s/m。应用 R-K
法和 NHB 法算得系统跌落冲击下的位移响应及加速

度响应，分别见图 3—4。 
计算了位移以及加速度相对误差的统计学参数，

见表 1。同时，取时间 8，16，24，32，40 ms，分别

定量分析了利用 R-K 法和 NHB 法获得的位移和加速

度值以及相对误差，分析结果见表 2。 
由表 1 可知，位移相对误差的平均值为 5.5889%，  

 

 
 

图 3  跌落冲击的位移响应对比 
Fig.3 Comparison of displacement responses  

under drop impact 

加速度相对误差的平均值为 5.6142%，均小于 6%。

由于逐次迭代导致的累次误差，使得加速度的相对误

差略高于前者。由表 2 可知，加速度初始相对误差会

较大（约 15%），这是由于系统振动频率存在偏差导

致加速度峰值时间出现偏移所致。另外，加速度相对

误差峰值会提前于位移，这表征了微分环节具有相位

超前的特性，与实际相符。 

3.2  阻尼系数对系统动态过程的影响 

进一步探究了阻尼系数 c 对非线性包装系统动

态性能的影响。将 c 分别取 1000，1400，1800 N·s/m，

此时系统的响应位移-时间曲线归纳见图 5。由图 5
可知，峰值位移随阻尼系数的增大而减小；且阻尼系

数越大，系统过渡过程越平稳，超调量越小。同时可

以看出，伴随阻尼系数的增加，系统的峰值时间和振

动频率也会一定程度上减小。 
 

 

图 4  跌落冲击的加速度响应对比 
Fig.4 Comparison of acceleration responses  

under drop impact 
 

表 1  有关量的统计学参数 
Tab.1 Statistical parameters of related physical quantity 

参数 平均值/% 中位数/% 标准差/% 

位移 5.5889 5.1141 3.1022 

加速度 5.6142 4.4177 4.6041 

 
表 2  基于时间的位移与加速度相对误差对比 

Tab.2 Comparison of relative errors of displacement and acceleration based on time history 

时间/ms 
位移相对误差/% 加速度相对误差/% 

NHB 法 R-K 法 相对误差 NHB 法 R-K 法 相对误差 

8 0.0183 0.0193 6.09 −314.43 −353.00 14.92 

16 0.0167 0.0172 3.14 −182.93 −208.00 8.43 

24 0.0044 0.0039 11.69 33.92 25.60 2.41 

32 −0.0063 0.0069 7.33 141.32 133.00 4.10 

40 −0.0081 −0.0088 8.10 100.24 107.00 9.53 
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图 5  不同阻尼系数下的位移-时间曲线 
Fig.5 Displacement-time curves with varied  

damping coefficients 
 
为更进一步探究阻尼系数对系统振动频率的影

响，将 c 分别取 600，1200，1800，2400，3000 N·s/m，

此时系统的振动频率随阻尼系数变化曲线见图 6。由

图 6 可知，在一定范围内，系统振动频率会随阻尼系

数的增加而减小，且阻尼系数越大，下降趋势越明显。

笔者进一步计算了每 600 N·s/m 阻尼系数增量范围内

5 种情况（Case1—Case5）下系统振动频率 fs 的变化

量，见表 3。若以 Case1 为基准，则 Case2—Case5
的阻尼系数分别为 Case1 的 1~4 倍。整体上，Case5
的振动频率减少量约为 Case1 的 2 倍；分情况比较，  

 

 
    阻尼系数/(N·s·m−1) 

 

图 6  振动频率随阻尼系数的变化曲线 
Fig.6 Variation curve of oscillation frequency with  

damping coefficient 
 
表 3  不同阻尼系数范围的振动频率变化量 

Tab.3 Variation of oscillation frequency with different 
damping coefficient ranges 

类型 c/((N·s·m−1) fs /Hz 

Case1 0~600 −6.39 

Case2 600~1200 −7.21 

Case3 1200~1800 −8.26 

Case4 1800~2400 −10.01 

Case5 2400~3000 −12.89 

Case2—Case5 较前一情况的振动频率变化量绝对值

分别为 0.82，1.05，1.75，2.88 Hz。经曲线拟合可知，

阻尼系数增长倍率与振动频率变化量绝对值间存在

指数相关（见图 7），关系式为 y = 0.4951exp(0.428x)，
相关系数为 0.9791。 

 

 

图 7  阻尼系数增长倍率与振动频率变化量绝对值的关系 
Fig.7 Relationship between damping coefficient growth rate 

and absolute value of vibration frequency variation 

 

4  结语 

针对含线性阻尼的正切型包装系统，应用 NHB
法求解动力学方程。经无量纲化及线性化处理，最终

获得系统跌落冲击位移、最大位移、峰值加速度以及

持续时间的近似表达式。最后通过实例分析，将提案

方法所计算结果与 R-K 法计算结果进行比较。结果

表明，用 NHB 方法求解线性正切包装系统跌落动力

学具有如下优点。 
1）NHB 法将微分方程转化为代数方程，极大地

简化了计算过程。 
2）NHB 法不要求非线性方程包含小参数。 
3）NHB 法可获得加速度等重要物理量的解析表

达式，有利于构建系统的跌落破损评价方程。 
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