
 第 43 卷  第 19 期 包 装 工 程  

   2022 年 10 月   PACKAGING ENGINEERING  ·190· 

                            

收稿日期：2022–01–09 

基金项目：国家自然科学基金（11972286） 

作者简介：霍银磊（1979—），男，博士，讲师，主要研究方向为包装动力学、机械动力学。 

简支曲梁结构的大变形及吸能分析 
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摘要：目的 通过对简支曲梁缓冲器的非线性大变形及能量吸收特性的理论研究，为其缓冲设计与应用

提供理论参考。方法 基于 Euler–Bernoulli 梁理论，以曲梁的曲率半径及截面角为基本参数推导简支圆

形曲梁大变形控制方程，考虑压板作用下曲梁的多种变形情况给出曲梁的大变形及变形能的解析表达，

进而计算不同外力及初始安装角下缓冲器的变形情况及变形能，并与数值计算结果进行对比。结果 理

论计算结果与数值解高度吻合，表明计算方法的可靠性，缓冲器的缓冲系数取决于曲梁材料、初始曲率

半径及安装角度，与其数量无关；当初始安装角为
π

6
时，缓冲器的最小缓冲系数可取到 6.12。结论 所

讨论曲梁缓冲器具有明显的非线性大变形特性和良好的缓冲吸能特性，能够替代传统缓冲材料，方便地

用于运输系统的缓冲设计中，给出了简支曲梁缓冲器的基本设计方法。 
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Analysis of Large Deformation and Energy Absorption of Simply  

Supported Curved Beam 

HUO Yin-lei, LI Meng-yao, WANG Hui 

(Department of Packaging Engineering, Henan University of Science and Technology, Henan Luoyang 471000, China) 

ABSTRACT: The work aims to study the nonlinear large deformation and energy absorption characteristics of the shock 

absorber formed by simply supported curved beam to provide theoretical reference for shock absorber design and applica-

tion. Based on Euler-Bernoulli beam theory, the control equation of large deformation of simply supported circular 

curved beam was derived, in which the curvature radius and section angle were selected as the basic parameters of the 

control equation. The large deformation and deformation energy of the simply supported curved beam were analytically 

expressed considering various deformation conditions of the curved beam under the action of the platens, and then the 

deformation conditions and deformation energy of the shock absorber under different external forces and initial installa-

tion angles were calculated and compared with the numerical results. The high agreement between the theoretical results 

and the numerical solution showed the reliability of the calculation method. The cushion coefficient depended on the ma-

terial, radius of curvature and initial installation angle, and had nothing to do with the quantity of beam. When the initial 

installation angle was 
π

6
, the minimum cushion coefficient of the shock absorber could reach 6.12. The simply supported 

curved beam shock absorber has obvious nonlinear large deformation characteristics and good energy absorption charac-

teristics. It can be used to replace the traditional shock absorption materials and is convenient to be used in shock absorp-

tion design of transport system. The basic design method of simply supported curved beam shock absorber is given. 
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目前广泛应用的缓冲材料主要有塑料基的泡沫

塑料、气泡膜、气柱袋等以及纸基的蜂窝纸板、瓦楞

纸板、纸浆模塑等。此 2 类材料要么难以降解，要么

以结构的不可逆破坏来吸收冲击能量而难以重复使

用[1]，因此，具有良好回弹性的缓冲机构或结构受到

越来越多的关注，例如应用于精密仪器及高速重复冲

击缓冲场合的气囊类缓冲系统[2]、油气缓冲器[3]、弹

性支撑缓冲系统[4]、恒力缓冲装置[5]以及以磁流变阻

尼[6]为代表的半主动式缓冲技术等。此类缓冲结构或

机构大都具有较强的非线性变形特性，具有较大的平

台应力或者恒力区间，能够在变形过程中吸收大量的

能量，但其组成一般较为复杂，广泛应用受到限制。

相对而言，Pham 等[7]曾经利用曲梁设计了一个可在

区间内输出恒力的稳态机构用于过载保护和力控制

系统，为曲梁机构的缓冲应用提供了借鉴。松田技术

研究所 [8]基于曲梁开发了用于大型精密仪器运输减

震的金属球状减震器，其试验结果表明减震器实现了

减震 98.5%的效果，但研究没有涉及到对其大变形及

冲击能量吸收特性的理论或者实验分析。 

对于曲梁的大变形分析已取得大量可喜的成果：

赵跃宇等 [9]详细地评述了国内外曲线梁的研究进展

情况，概述了曲梁静动力学的基本理论、建模及分析

方法、面内面外振动及分析方法、非线性问题及分析

方法。近年来，曾森等[10]分析和总结了前人研究成果，

对曲梁相关方程做了更具普遍性的分析，给出了数学

上更严密的结果。李卓庭等[11]考虑曲梁微段的面内变

形和面外变形，对曲梁的几何方程进行了严格的推导

和阐述。Lin 等[12-14]分别利用拉格朗日和欧拉描述分

析了层合曲梁的有限变形，给出了圆曲线和螺旋曲线

叠合梁的解析解。基于类似方法，周勇等[15]对压电层

合曲梁在力电载荷下的有限变形进行了分析，以梁曲

率半径和弧切角为基本参数推导了压电曲梁在外载

荷作用下的控制方程，计算了圆弧层合曲梁的非线性

变形。Batista[16]给出了自由端受到力矩和倾斜力作用

的悬臂直梁的精确 Jacobi 椭圆函数的解析解。万泽青

等 [17]基于一阶剪切变形理论和轴线可伸长的精确几

何非线性理论，推导了变曲率曲梁在热机载荷作用下

的几何非线性控制方程。 

为简化计算，诸多数值方法也被应用于曲梁大

变形问题的求解中：Surana[18]利用有限节点法和全

拉格朗日方法给出了二维曲梁单元的几何非线性公

式。吕和祥等 [19] 借助 Lagrange(T.L.)法、修正的

Lagrange(U.L.)法及带有动坐标的迭代法求解梁的几

何非线性问题。蔡松柏等 [20]首次采用共旋坐标法导

出了平面梁单元发生大转动小应变时的非对称单元

切线刚度矩阵，由 Newton-Raphson 迭代法获得了大

转动梁、方形和圆形框架的高精度数值解。李世荣

团队 [21-23]基于打靶法分别研究了框架结构的大变形

平衡构形、功能梯度变曲率曲梁在机械和热载荷共同

作用下弯曲变形、沿轴线均布切向随动载荷作用下的

非线性平面弯曲问题以及悬臂半圆形曲梁在沿轴线

均布的切向随动载荷作用下的非线性平面弯曲问题。

Sharifnia[24]采用梁截面斜角和轴线长度作为主要参

数，提出了一种简单而有效的有限元方法来分析平面

静力问题中直线型和曲线欧拉伯努利梁的大挠度。 

文中针对松田技术研究所设计的球形减震器，讨

论其受压时的大变形情况并探讨其缓冲应用。文中将

基于 Euler–Bernoulli 梁理论建立曲梁的大变形平衡

方程，考虑准静态压力作用下曲梁的非线性大变形特

性，分析端部简支的曲梁球形缓冲结构发生大变形时

的位形及能量吸收特性。以期为曲梁结构的缓冲设计

及应用提供参考。 

1  曲梁的一般方程及大变形分析 

1.1  曲梁缓冲器模型 

考虑图 1a 的松田曲梁结构球形缓冲器，置于上下

压板间的曲梁结构高度为 H，两端简支单根细长曲梁

（图 1b）截面厚度 t，宽度 b，安装端未变形截面角（轴

线切向与 y 轴的夹角）为 αL，简支曲梁两端约束于 Y

轴并在压板上的竖直外力 F 作用下发生弯曲变形。 

1.2  曲梁的一般方程 

考虑细长曲梁安装及变形的对称性，曲梁轴线中

点为 0p ，取其下端一半作为研究对象。如图 2 所示

在 0p 处建立浮动坐标系 xoy。曲梁轴线上任意点

 ,p x y 的曲线坐标表示为 s ，变形前后的截面角以

 L0,  、  L0,  表示，其中 L 为变形后曲梁末

端截面角；以 表示变形后曲梁点 p 处的横截面转

角，则有： 
                            (1) 

根据 Euler‒Bernoulli 梁理论，忽略曲梁的轴向伸

长， p 处曲梁微元可表示为： 

   d d d    s R r         (2) 

式中：R、r 分别为曲梁变形前后的曲率半径。 

曲梁变形后的几何关系： 

d
sin

d
 

x

s
，

d
cos

d
 

y

s
，

d

d

 
s

  (3) 

式中：  为曲梁曲率变化 

浮动坐标系 xoy 中的点  ,x y 在坐标系 XOY 中

表示为： 

L X x x ， L Y y y                   (4) 
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图 1  松田的球形缓冲器及曲梁力学模型 
Fig.1 Spherical shock absorber of Matsuda and mechanical 

model of simply supported curved beam 

 

 
 

图 2  一般曲梁的变形分析 
Fig.2 Deformation analysis of general simply supported 

curved beam 

 
式中： L L,x y 为曲梁末端在坐标系 xoy 中的位置。 

变形后曲梁上任意一点  ,p x y 处的截面轴力

N 、剪力 Q 及弯矩 M 的方向见图 2，有平衡方程： 

d
sin

d
  

M
Q F

s
， cosN F ，

d

d


M EI

s
(5) 

式中： E 为曲梁材料弹性模量，
3

12


bt
I 为曲梁

截面惯性矩。 

由式（5）得曲梁变形控制方程： 
2 2

2

d
sin

d

 


 
FR

EI
               (6) 

利用式（1），令
2

2 
FR

EI
，方程（6）也可写为： 

2
2

2

d
sin

d

  


                         (7) 

式（7）有通解： 

21 d
cos

2 d

  

  D                  (8) 

式中： D 为积分常数。 

对于末端简支曲梁，末端弯矩恒为 0，因此有边

界条件： 

   L L ，
d

1
d  


 


L

             (9) 

由式（8）及边界条件（9）即可求得： 

 2d
1 2 cos cos

d

   

   L         (10) 

式（10）分离变量并两边积分得到关系： 

 0 2

d

1 2 cos cos

  
  


 


L

L

L

       (11) 

对于给定的末端安装角 L 及压力，由式（11）

即可求得变形后曲梁的末端截面角 L ，进而利用式

（3）可得变形后曲梁上任意点的位置： 

0 0

0 0

d
sin d sin d

d
d

cos d cos d
d





  

  


    

    


 

 

s

s

x s R

y s R

   (12) 

及曲梁的变形能： 
22

0 0

d
d d

2 2 d

    
  

L Ls sM EI
U s s

EI s
    (13) 

1.3  一般曲梁的变形分析 

忽略压板的作用，假设竖直外力直接作用于曲梁

末 端 。 考 虑 一 般 简 支 半 圆 曲 梁 的 大 变 形 问 题

( L , 2
2

H 
  )，得到不同竖直外力作用下变形后曲梁

的截面角及整根曲梁的大变形位形图（图 3），由图 3

可见随着压力的增大，曲梁末端截面角 逐渐增大，

曲梁末端纵向位移也逐渐增大；当压力不为 0 时，变

形后的曲梁截面角 随着 的增大而非线性增大，体

现了大变形曲梁的非线性特性。基于打靶法[19-23]的曲

梁大变形数值解一并在图 3 中给出。可见文中解析解

与数值解吻合的很好，证明了文中解析解的可靠性。 
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图 3  一般半圆简支曲梁的压缩特性( L
π

2
  ， 2H ) 

Fig.3 Compression characteristics of general simply sup-

ported semicircular curved beam ( L
π

2
  , 2H ) 

 

2  压板间曲梁的变形分析 

对于安装在上下压板之间的曲梁结构，曲梁在压

板压力作用下的高度变为 h（图 4），当压力 较小时， 

L

π

2
≤ ，压力作用点位于曲梁端部，曲梁变形情况

与 1.2 节中情况相同；随着压力的增大，当 L

π

2
 

时，此时曲梁受力点离开其末端向其中部转移；随着

压力的进一步增大，曲梁两末端接触  L 0y y 并相

互挤压，因此，对于压板间曲梁缓冲结构的大变形分
析应分别考虑 3 种不同的情况。 

情况 1： L

π

2
≤  

此时压力作用于曲梁末端，可按 1.1 节中的一

般情况进行求解。 

当 L

π

2
  时，压力作用点将要离开曲梁端点，此

时的压力称为临界压力 c1 。将 L

π

2
  ，带入式（11）

可得 c1 的求解方程： 
π

2
L 0 2

c1

d

1 2 cos


 




              (14) 

情况 2： 1  c ， L

π

2
   

此时曲梁位形及受力情况见图 5，曲梁 oA 段发

生弯曲变形，AB 段自由。 

 

 
 

图 4  压板间曲梁的变形情况 
Fig.4 Deformation of simply supported curved beam between platens 

 
 

 
 
 

图 5  情况 2 曲梁变形及微段受力分析 
Fig.5 Deformation and force analysis of simply supported 

curved beam of Case b  

假设曲梁 A 点处未变形时的截面角为 1 ，则有

边界条件： 

 0 0  ，
d

1
d  


 


L

         (15) 

A 点处的连续性条件： 

 1

π

2
   ，

1

d
1

d  


 

               (16) 

对于 oA 段，利用边界（15）、连续性条件（16）

及式（8）可得： 

 2
1

d
1 2 cos 0

d
≤ ≤

    

      (17) 
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π

2
1 0 2

d

1 2 cos


 




                   (18) 

对于自由段 AB ，可知： 

   1 1

π

2
≤         L L        (19) 

因此，利用式（12）—（13），曲梁上任意点的

位置及变形能可分别写为： 
  

 
 

 

2
2

2
2

0 2

0 2

1 1 2 cos                 0
2

1 1 2 cos cos     
2

cos
d                 0

21 2 cos

cos
d 1 sin

21 2 cos

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤





  


    


  
 

    
 

        
        

       
       





L

L

R

x
R

R

R

y
R

R

(20) 

π
22

0 2

1
1 2 cos 2 d

2 1 2 cos
  

 

 
    
  


EI

U
R

(21) 

当 L 0y y 时曲梁两末端接触受压，称 L 0y y 时

的力为临界压力 2c ，将 L 0y y 带入式（20）的第 2

式， 临界压力 2c 可由式（12）解得： 
π

2
10 2

cos
d 1 sin 0

21 2 cos

   
 

       
 

 L (22) 

情况 3： c2  ， L 0y y  

此时曲梁位形及受力情况如图 6 所示，曲梁 oA

段、AB 段均发生弯曲变形。 
 

 
 

图 6  情况 c 曲梁变形及受力情况 
Fig.6 Deformation and force analysis of simply 

supported curved beam of Case c 

 
假设曲梁 A 点处未变形时的截面角为 1 ，则有

边界条件： 

 0 0  ，  1

π

2
   ，

d
1

d  


 


L

     (23) 

参考情况 2，对于 oA 段，利用边界条件（23）

可得： 

2
1 1

d π
2 cos 0

d 2
≤ ≤

   


    
 

D    (24) 

对于 AB 段： 

2
2 2

d π
2 cos

d 2
≤ ≤

    


    
 

LD    (25) 

由 1  时的连续性条件可得： 

1 2 D D D                (26) 

由式（26）及边界条件（23）的第 3 式得： 
2
2 L1 2 cos  D                        (27) 

由 0Ly y 可得： 

π

2
π

0 2 2
21 2

cos cos
d d 0

2 cos 2 cos

  
   

 
 

 
L

D D
(28) 

再加上关系： 

L

1 2

π

2
π L0 2 2
21 2

1 1
d d

2 cos 2 cos



  

  
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 

    
 

D D

 (29) 

联立式（27）—（29）可解得给定外力 2  c 作

用下的参数 L 2 1 D  、 、 、 ，进而可求得梁上任意点

的位置及梁的变形能。 

3  分析与讨论 

3.1  曲梁的大变形位形 

图 7 给出了半圆曲梁在压板作用下的变形情况，

其中曲梁初始安装角 L

π

3
  ，由式(14、22)分别可得

1 1.0556 c 、 2 4.0683 c 。由图 7 可见变形后曲梁

的截面角  随着  的增大而增大：当 1  c 时，

L

π

2
  ， 随着 的增大而非线性增大，压力越大

 的增大也越快，对应的末端截面角L 也越大；此时

压板对曲梁压力的作用点位于曲梁端部。 

当 1 2   c c 时， L

π

2
  ，压板对曲梁压力

( 1  c )的作用点离开曲梁端部向中部移动；对于相

对较大的作用力( =2、4)， 随着 的增大而非线性

增大直至
π

2
  ；而后，曲梁两端部不再受压，端点

至压力作用点部分变形被释放，此段曲梁截面转角

0  ， 随着 的增大线性增大，压力越大变形后

的末端截面角L 也越大。 

随着压力的进一步增大，当 2  c 时，压板对

曲梁压力（ =6, 8）的作用点继续向中部移动。此时

曲梁末端接触受压，末端与曲梁中点处于同一水平位

置(即 L 0y y )；不论 是否大于
π

2
， 都随着 的增

大而非线性增大，变形后的曲梁末端截面角 L 随着

压力的增大而逐渐减小。 
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图 7 压板间简支曲梁的压缩变形特性( L
π

=
3

 ， 2H ) 

Fig.7 Compression deformation characteristics of simply 

supported curved beams between platens ( L
π

=
3

 ， 2H ) 

 

3.2  曲梁结构的变性能及缓冲系数 

如果不考虑机械能的损失，曲梁结构组成的缓冲

器在受到冲击作用时，全部冲击能量都转化为曲梁的

变形能。因此，在一定的外力作用下曲梁缓冲器的变

形能越大代表其所吸收的冲击能量也就越大。冲击过

程中作用在曲梁缓冲器上的压力 tolF 及在此压力下曲

梁结构的变形量 v (上压板位移)及变形能 tolU 可分别

表示为： 

tol F mF ， tol 2U mU ，  v H h       (30) 

其中：m 分别为组成曲梁缓冲器的曲梁数目。 

对于高度为 H 的曲梁缓冲器，借鉴对实体材料

的能量吸收评价方法[25]，曲梁缓冲器的缓冲系数可表

示为： 

L

2
tol

tol

0

d d
2 d

d d




  
 

 
   
 

F H H
C

U
R

       (31) 

其中为作用于单根曲梁上的冲击力，由式（31）

可见缓冲器的缓冲系数与曲梁数量 m 无关，仅取决

于曲梁的初始高度 H 和曲率半径 R（或初始安装角

αL）；对于给定的冲击力，缓冲器的变形能越大，

缓冲系数 C 就越小。图 8 给出了具有不同初始安装角

αL 的曲梁缓冲器的力–变形曲线及缓冲系数曲线，可

见曲梁缓冲器受压时体现出类似于实体缓冲材料的

明显的非线性变形特性，力–变形曲线具有较为明显

的平台阶段；随着冲击压力的增大缓冲系数曲线也有

明显的极小值出现。曲梁末端初始安装角 αL 越小，

缓冲器的平台阶段越明显，缓冲系数的极小值也越

小 ： 当 L

π

6
  时 ， 缓 冲 系 数 C 的 极 小 值 取 到

min 6.12C 。 

 
 
 

图 8  压板间曲梁的压缩特性及缓冲系数( 2H  ) 
Fig.8 Compression characteristics and cushioning coefficients 
of simply supported curved beams between platens ( 2H  ) 

 
 

3.3  曲梁缓冲器的设计 

由式（31）可知，对于给定的最大冲击力，缓

冲系数 C 越小，意味着缓冲器吸收的能量越多，系统

的缓冲性能也就越好，工程上通常利用缓冲系数的极

小值 minC 及其对应的冲击力 作为缓冲设计的参考

依据。 

在产品的缓冲设计中，如果已知产品不发生破坏

所能够承受的最大冲击力 Fmax 以及缓冲器的安装空

间（即缓冲器的高度 H），再利用图 8b 的最小极小值

点  min ,C 即可快速确定曲梁的最佳安装角 αL 及的

作用在单根曲梁上的冲击力
2

2




EI
F

R
，进而确定曲

梁的数目 max
F

m
F

。当然，也可以根据缓冲器初始高

度 H 及安装角 αL由图 8b的对应曲线的最低点找到单

根曲梁承受的冲击力，进而确定曲梁的数目。 

4  结语 

文 中 针 对 曲 梁 结 构 缓 冲 装 置 ， 基 于

Euler–Bernoulli 梁理论建立了以曲率半径和截面角为

基本参数的平板压力作用下曲梁的大变形平衡方程，

给出了压板作用下曲梁发生大变形时的位形的解析

表达，并与打靶法数值解进行了对比，解析解与数值

解吻合较好。压板间曲梁的变形情况较为复杂，随着

压力的增大，曲梁所受压力作用点逐渐由端部向中部

移动，其力–变形曲线具有明显的非线性特性。随着

安装角的减小，在相同的平板压力作用下，结构的变

形也越小，力–变形曲线表现出更明显的平台阶段，

相对应的最小缓冲系数也越小，缓冲性能越好。在明

确了产品能够承受的最大冲击力及允许的缓冲空间

的情况下，可方便地利用曲梁的缓冲系数曲线进行曲

梁缓冲器的各参数设计。 
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