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摘要：目的 在多种类型的模型中挑选出最优包装件模型，并实现参数识别的方法。方法 文中将包装件

模型构建为参数不确定模型，在贝叶斯推理的框架下，采用马尔可夫链蒙特卡洛法识别模型参数，采用

偏差信息准则（DIC）计算各备选模型的 DIC 参数，选择出最优包装件模型。结果 在振动实验台用质

量块–缓冲材料模拟包装件并进行随机振动测试，分析结果表明，Bouc–Wen（n=2）模型为文中包装系

统的最佳模型。结论 文中提出的基于贝叶斯推理的包装件模型优化选择和参数识别方法考虑了模型不

确定性，构建的模型可准确预测包装件在随机振动下加速度响应的时域信号。 
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Kinetic Package Model Optimal Selection Using Bayesian Inference 
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ABSTRACT: The work aims to select the optimal model from various models and achieve parameter identification. The 
package model was constructed as the parameter uncertainty model. The model parameters were identified with the Mar-
kov Chain Monte Carlo method in Bayesian inference framework. Deviation information criterion (DIC) was used to cal-
culate the DIC parameters of each alternative model and select the optimal package model. The mass block-buffer materi-
al was used to simulate the package and the random vibration test was carried out on the vibration test bench. The analysis re-
sult showed that the Bouc-Wen model (n=2) was the optimal model for the package. The model selection and parameter identi-
fication method proposed based on Bayesian inference takes the uncertainty of the model into account. The constructed model 
can accurately predict the time-domain signal of acceleration response of the package under random vibration. 
KEY WORDS: model selection; Bayesian inference; Markov Chain Monte-Carlo (MCMC); Metropolis-Hastings algo-
rithm; deviance information criterion (DIC) 

包装件在流通过程中，由于长时间受到振动载荷

的作用，包装件中的产品在振动载荷作用下可能产生

损坏。为降低产品损坏概率，需构建包装件模型，分

析包装件在振动载荷下的响应，找出影响包装件响应

的因素，提出优化包装设计的方案。构建准确的包装

件模型，是准确分析包装件响应、判断包装件可靠性

和安全性的重要基础。 
在振动载荷下，如何准确构建结构模型并进行模

型参数识别，在结构响应预测、结构状态监控、故障

诊断等领域，是一个关键问题，近年来该问题受到了

国内外研究者的广泛关注。De 等[1]考虑了结构非线

性和参数不确定，将结构响应划分为两部分：系统的

装备防护 
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名义线性部分和系统修正部分，其中修正部分的响应

用神经网络建模。Scheel 等[2]提出了在谐波激励和随

机激励下非线性系统识别方法，该模型可准确模拟非

线性系统在共振状态的响应。Esfahani 等[3]提出了一

种识别 Bouc–Wen 模型的黑箱模型，采用多项式解耦

对模型进行了简化。Chen 等[4]和 Jin 等[5]构建实验系

统，结合传统线性系统测试数据和基于高速摄像系统

的图像处理结果，提出了非线性结构识别方法。Civera
等[6-7]将电路识别领域中的向量拟合法进行改进，提

出用于结构特性识别的快速松弛向量拟合法，该方法

已成功用于工程结构识别和建模中。朱大鹏等[8-9]将

包装系统简化为单自由度振动系统，提出了随机振动

载荷和冲击载荷条件下系统参数识别方法。由于可以

采用多种模型描述一个给定的振动系统，在这些模型

中，需要优化选择一种 佳模型，减小模型响应误差。

Fuentes 等[10]在单自由度系统中构建各种可能的非线

性弹性和阻尼函数库，在稀疏约束条件下，采用标准

Lasso 回归选择单自由度模型中 优的弹性和阻尼函

数类型。Safari 等[11]系统对比了目前常用的非线性系

统识别方法，实例分析表明，混合式方法可准确识别

出复杂的系统弹性和阻尼特性。 
文中将包装件模型简化为单自由度系统，考虑到

模型的不准确性、实验数据受噪声污染等因素，将模

型构建为参数不确定的模型，应用贝叶斯推断法推断

识别模型的不确定参数。包装件模型可用多种模型类

型表征，文中采用 DIC 准则（Deviance Information 
Criterion）对这些模型进行对比，比选出 优包装件

模型。 

1  包装件模型的不确定性 

将包装件简化为单自由度支座激励系统，对该系

统进行实验测试，记录输入和输出数据，并识别包装

件模型参数。由于以下原因，包装件模型中存在着不

确定性。 
1）包装件模型存在着误差。虽然目前可采用各

种线性和非线性模型对包装件中的弹性特性和阻尼

特性建模，但大部分的缓冲材料在载荷作用下变形

和能耗机理尚不清晰，其本构模型尚未完全建立，

故目前采用的模型与真实的缓冲材料特性之间存在

着误差。 
2）实验过程中噪声污染。在实验数据记录过程

中不可避免会受到噪声影响，这也会影响模型参数

识别。 
3）记录的数据有限。实验过程中只能记录有限

长度的数据，用这些数据表征包装件特性时也会造成

一定的误差。 
考虑到上述模型中存在的不确定性，文中将包装

件模型看作是具有不确定参数的振动模型，根据实验

数据识别出的模型参数不是确定的值，而是具有一定

分布的不确定参数： 
~ ( | , )p D Mθ θ                          (1) 

式中：θ 为包装件模型中的参数向量，对于线性

弹性–阻尼模型，θ=[k,c]，对于 Bouc–Wen 模型，

θ=[A,c,α,β]；D 为采集的实验数据；M 为选择的包装

件模型。由于包装件模型的不确定性，应用该模型预

测包装件响应 y 时，y 也具有不确定性： 
~ ( | , , , )y p y x D Mθ                     (2) 

式中：x 为包装件受到的激励。y 的分布可由式

（3）确定。 
( | , , ) ( | , , ) ( | , )dp y x D M p y x M p D M=  θ θ θ    (3) 

2  包装件模型的识别 

对于不确定的包装件模型，可采用 Bayesian 推

断法确定其模型参数： 
( | ) ( )( | )

( )
p D pp D

p D
= θ θθ             (4) 

式中：p(D|θ)称为模型的似然函数；p(θ)为模型

参数的先验分布，分母 p(D)由式（5）确定。 
( ) ( | ) ( )dp D p D p= θ θ θ θ               (5)

 式中，分母 p(D)是一个归一化函数，确保式（4）获

得的函数是一个概率密度函数，故式（4）可简化为式（6）。 
( | ) ( | ) ( )p D p D p∝θ θ θ                    (6) 

可用式（6）估计包装件模型参数分布，再进行

归一化处理。先验分布函数 p(θ)通常根据经验确定。

对于似然函数，假定模型预测的包装件响应 f(tk, θ)和
真实记录的包装件响应 yk 之间的误差为 εk，即： 

yk=f(tk,θ)+εk    k=1,2,…,n               (7) 
其中，n 为采样点个数。假定式（7）中各采样

点误差互相独立且呈正态分布，则似然函数由式（8）
确定。 

2

1

( , )1 1( | ) exp
2

n
k k

n
k

y f t
p D

σσ =

 − = −  
   

 θθ     (8) 

其中，σ为模型响应和真实响应误差过程的标准

差。直接根据式（6）求出包装件模型参数是很困难

的，在 Bayesian 推断框架下，可采用马尔可夫链蒙特

卡洛（Markov Chain Monte Carlo, MCMC）法[12]识别

参数 θ，该方法的基本原理是对参数 θ 构建一个平稳

分布的马尔可夫链，通过合理控制 θ 的变化，该马尔

可夫链的分布 终收敛于 p(θ|D)，即应用马尔可夫链

生成一系列参数[θ0, θ1, θ2,…]，随着生成的参数数量

的增加，可确保参数符合 p(θ|D)分布。文中采用

Metropolis–Hastings 算法[13]设置参数 θ 马尔可夫链，

具体步骤如下： 
1）设置马尔可夫链总长度 N，令 t=1，估计初始

参数值 θ0，令 θ(t)=θ0。 
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2）令 t=t+1，根据状态转移函数 q(θ*|θ)生成 θ*。 
3）根据式（8）构建的似然函数计算 α： 

* ( 1) *

( 1) * ( 1)
( ) ( | )

( ) ( | )

t

t t
p q

p q
α

−

− −= θ θ θ
θ θ θ  

                (9) 

4）如果 α≥1，则接受 θ*为新的参数，否则以概

率 α接受 θ*为新的参数； 
5）如果 θ*被接受为新的参数，则 θ(t+1)=θ*，否则

θ(t+1)=θt。 
6）重复步骤 2—5，直至 t=N。 
通过合理选择 N 和状态转移函数中的参数，参数

θ 马尔可夫链可较快收敛至真实参数范围，可用收敛

后的马尔可夫链近似估计真实的系统参数。 

3  识别最优模型 

对于一个给定的包装系统，可采用多种类型的模

型分析该系统特性，在每个模型类型框架下，根据实

验数据，可识别出每种模型的参数。如，对于单自由

度包装件模型，可采用线性振动系统、非线性弹性振动

系统、非线性阻尼振动系统、Bouc–Wen 系统等对包装

件进行参数识别和响应预测，因此，需要对比各类模型，

优选出 佳模型，用于对包装件进行响应预测。 
为优选模型，定义模型偏差参数 D(θ)[14]： 
D(θ)=−2log p(D|θ)+C                 (10) 
式中：C 为常数。似然函数 p(D|θ)由式（8）确

定，很显然，模型偏差参数 D(θ)越小，模型准确性越

好，在对各模型进行对比时，常数 C 可不予考虑。由

于对模型参数识别时，θ 为随机变量，故 D(θ)也具有

随机性，D(θ)的均值可通过蒙特卡洛法确定： 

1

1[ ( )] ( )
L

l

l
D E D D

L =
= ≈ θ θ

 
              (11) 

式中：L 为采样个数；θl 为采样的参数值；E[ ]
为求期望值运算。定义模型参数有效数： 

D ( )p D D= − θ                        (12) 
式中： [ ]E=θ θ 。DIC 参数由式（13）确定。 
 

DIC DI p D= +                         (13) 
从式（13）可以看出，DIC 参数 IDIC 由两部分构

成，其中 pD 表征模型的复杂性， D 表征了模型拟合

实验数据的程度，因此，DIC 参数是 AIC 参数的一种

扩展[15]，它们都在考虑模型拟合精度的前提下倾向于

选择结构简单的模型。很显然，在候选的模型中，如

果一个模型的 DIC 参数达到 小，则该模型即为

优模型。 

4  实例分析 

图 1a 为包装系统振动实验系统，包装系统由缓
冲材料和产品构成，为研究包装系统的振动可靠性和
安全性，文中不考虑产品的具体特性，将产品用刚性
质量块代替，则包装件简化为一个单自由度系统。质
量块的质量为 3 kg，缓冲材料采用发泡聚乙烯，尺寸

为 200 mm×200 mm×30 mm。振动台的振动激励b为
2~50 Hz 的白噪声，功率谱密度为 0.02 g2/Hz（g=9.8 m/s2），
质量块的加速度响应表示为 x，振动过程中，缓冲材料
的变形为 z=b–x，图 1a 所示的包装系统运动方程见式
（14）。 

( , )mz f z z mb+ =                        (14) 
其中， ( , )f z z 为振动过程中缓冲材料产生的弹性

力和阻尼力。根据采集的加速度激励 b和加速度响应

x可得 z，采用数值积分法[16]可得缓冲材料的变形量
z，绘制出 z 和 ( , )f z z 之间的关系，见图 1b。从图 1b
可以看出，在振动过程中，缓冲材料产生了一定的能

耗，内力 ( , )f z z 和材料变形 z 之间的关系并无明显的

非线性特征。文中不考虑非线性模型，分别选用线性
振动模型和 Bouc–Wen 模型对图 1a 所示的系统建模。 

对于线性振动模型，包装系统运动方程式为： 
mz cz kz mb+ + =                         (15) 
式中：m，c 和 k 分别为质量、阻尼系数和弹性

系数，由于实际中 m 值很容易获得，故线性振动模

型中，需识别的参数为 θ=[k,c]。 
 

 
 

图 1  包装系统振动实验系统和实验结果 
Fig.1 Experimental set-up of packaging system and experimental data 
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对于 Bouc–Wen 模型[17]，包装系统运动方程为： 
( , )mz cz kz h z z mb+ + + =                   (16) 

其中， 

1

| | | |
| | | |

n n

n n

h Az z h z h n
h Az z h h zh n

α β
α β−

= − −
= − −

   
   

为 数

为 数

奇

偶  
   (17) 

在式（16）和式（17）中，参数 k 和 A 均代表材

料弹性参数，在式（16）中可将 k 和 A 统一考虑，故

在 Bouc–Wen 模型中需识别的参数为 θ=[A,c,α,β]。 
采用图 1a 所示的实验系统进行振动测试，记录

质量块的加速度响应 x，文中分别采用线性振动模型

和 Bouc–Wen 模型（n=1,2,3,4）模拟包装系统，并在

这些模型中选择出 优模型。首先根据实验数据，采

用以下步骤识别各模型参数： 
1）根据线性振动模型和 Bouc–Wen 模型基本特

性，预估模型初始参数 θ0。 
2）根据 θ0 采用龙格库塔法模拟系统加速度响应

f(tk,θ0)。 
3）计算模拟响应和真实响应之间的误差，根据

式（8）计算似然函数。 
4）在 Metropolis–Hastings 算法中重复步骤 2 和

3，迭代分析求出参数 θ 的马尔可夫链数据。 
在以上算法步骤中，需注意以下事项： 
1）在 Metropolis–Hastings 算法中，状态转移方

程采用高斯函数，即马尔可夫过程的下一个状态根据

一个高斯函数确定，其均值为当前状态，即：

q(θ*|θ)~N(θ,σ)，其中 N( )表示正态分布。文中确定各

具体参数下一状态时，需合理选择正态分布中的 σ
值，该值选择过大或过小都会造成马尔可夫过程收敛

速度慢的问题。 
2）参数初始值 θ0 应合理选择，以提高参数马尔

可夫过程的收敛速度。 
3）在计算能力允许的前提下，尽可能增加

Metropolis–Hastings 算法的迭代次数 N，即使参数初

始值 θ0 的选择和状态转移方程中 σ的选择存在误差，

随着 N 的增加，θ 也可收敛至真实参数值。 
根据以上算法步骤，设定迭代运算 10 000 次，

分别识别线性振动模型和 Bouc–Wen 模型（n=1,2,3,4）
参数的马尔可夫过程，去除燃烧期（为准确起见，文

中选择前 4 000 个数据作为燃烧期），各模型参数分

布情况如表 1 所示。从表 1 结果可以看出，考虑到模

型的不确定性，可将包装件用参数不确定的模型表

示，相应地，在给定振动载荷下，包装件的响应也是

不确定的值，是在一定范围内波动的。对于一个给定

的包装件，由于存在多个可描述其振动特性的模型，

文中采用 DIC 准则优选出 佳模型，根据识别出的

模型参数计算各模型响应，对比包装件真实响应分析

各模型的响应误差，采用式（11）—（13）计算各模

型的 DIC 值，如表 1 所示。从表 1 中可以看出，

Bouc–Wen 模型（n=2）的 DIC 值 小，用该模型是

这些模型中的 佳包装件模型。文中识别出的

Bouc–Wen 模型（n=2）参数分布如图 2 所示。根据

图 2 的参数识别结果，可将各识别的参数结果近似看

作正态分布，识别出各参数的均值和方差，如表 1 所

示，这些参数识别结果可作为模型响应预测的依据。 
在得到包装件的 优模型及模型参数后，可用式

（3）预测该不确定模型的响应，首先对包装件模型

中的不确定参数离散化，将式（3）的积分处理为不

确定离散参数下的模拟，模拟的包装件响应和实验记

录的真实响应如图 3 所示，实线为实验记录的质量块

的加速度响应，虚线为对 Bouc–Wen 模型（n=2）参

数离散化处理后预测的包装件响应的包络线。从图 3
可以看出，利用该模型预测的包装件响应是一个不确

定的振动响应，该模型可准确预测包装件的响应，且

考虑了包装件模型中的一些不确定性。根据识别出的

模型类型及参数，可对包装件在运输中的安全性和可

靠性进行评价分析。 
 

表 1  各模型参数及 DIC 值 
Tab.1 Parameters and DIC values of each model 

模型 A(k)/(×105 N·m−1) c/(N·s·m−1) α β DIC 值 

线性振动模型 
均值 9.42 452.16 — — 

−32 670 
标准差 0.75 53.72 — — 

Bouc–Wen 模型(n=1) 
均值 4.65 329.93 15.27 −6.92 

−43 061 
标准差 0.38 48.10 2.16 0.97 

Bouc–Wen 模型(n=2) 
均值 4.68 280.12 7.50 −6.75 

−45 743 
标准差 0.32 46.21 1.03 0.79 

Bouc–Wen 模型(n=3) 
均值 4.80 220.64 1.59 −0.46 

−40 162 
标准差 0.41 38.20 0.27 0.049 

Bouc–Wen 模型(n=4) 
均值 4.990 296.557 1.285 −2.843 

−38 644 
标准差 0.46 35.12 0.043 0.092 
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图 2  Bouc–Wen 模型（n=2）参数分布 
Fig.2 Parameter distribution of Bouc-Wen model (n=2) 

 

 
 

图 3  模型预测的包装件响应和真实 
响应对比 

Fig.3 Predicted package response using  
identified model and real response 

 

4  结语 

文中考虑了包装件模型中的不确定性，在贝叶斯

推断框架下构建包装件模型，采用马尔可夫链蒙特卡

洛法识别各备选模型参数，采用偏差信息准则优选出

包装件 优模型。文中得出主要结论如下： 
1）考虑到模型的不确定性，在贝叶斯推断框架

下，没有一个模型能够精确无误地描述包装件动态特

性，只能在一系列备选模型中选择出 近似的模型。

在文中的包装系统中，Bouc–Wen 模型能够更好地描

述包装件的振动特性，该模型考虑了模型中的不确定

因素，能够准确预测包装件的响应。 
2）文中提出的基于 Metropolis–Hastings 算法的

马尔可夫链蒙特卡洛参数识别方法需对参数初始值

和状态转移函数中各参数的方差合理选择，以提高参

数收敛速度，减小计算量。 
3）偏差信息准则综合考虑了模型的准确性和复

杂性，是优选 优模型的有效方法，该算法具有计

算效率高、普适性好的特点，该方法不仅适用于包

装模型的选择，在结构、电气、机械等领域也可广

泛应用。 
4）在备选模型中只选用了线性模型和 Bouc–Wen

模型，在今后研究中，可根据包装件响应的时域和频

域特性，在备选模型中增加其他类型的模型进行优

选，以提高模型选择的准确性。 
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