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复杂二维契合图形研究及应用展望 

郑凯达，张锡 
（南京理工大学，南京 210094） 

摘要：目的 补充与完善现有契合图形设计方法，并对其实际应用提出构想。方法 首先采用程序的穷举

法推导出正十二边形以下正多边形的所有契合解，并以此为基础从几何变换的角度进行复杂契合图形的

创新设计。结论 给出了简单契合图形转化成旋转对称图形与轴对称图形的通用方法，以及正四边形通

过变换形成契合图形的特殊规律，提出了“布尔契合”的思想，形成一种新的契合图形。最后阐述了此

理论在当代设计领域与设计思潮下的应用价值。 

关键词：契合；设计；理论；应用 

中图分类号：J061   文献标识码：A    文章编号：1001-3563(2017)10-0192-05 

Complex Conjunctive Planar Graphs and Its Application Prospect 

ZHENG Kai-da, ZHANG Xi 
(Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China) 

ABSTRACT: It aims to supplement and perfect the existing design method of conjunctive graphs, and put forward the 

idea of its practical application. First it derives all conjunctive solutions using the procedural law, then based on this, 

makes creative design of complex conjunction graph from the view of geometric transformation. It gives the general me-

thod to form the rotational symmetry graph and the axis of symmetry graph through the simple conjunctive graphs, and 

the special rule that how the square to form the conjunctive graphs. Then based on this, it puts forward the thought of 

"Boolean fit", and creates a new kind of conjunctive graphs. Finally it puts forward the application value of the theory 

under the contemporary design field and the design trend of thought. 
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契合图形是在对二维空间理性划分的基础上产

生的[1]。它基于几何学的研究范畴，同时又是相关设

计学研究的基础。通过几何学的思想对其规律与转换

演变的可能性探索能为平面图案的设计提供一种新

的方法，并在相关的设计领域里得到广泛应用。 

1  二维契合图形研究现状 

平面契合，又叫做平面镶嵌，是指完全没有重叠

并且没有空隙的封闭图形的排列[2]。现有的契合理论

大多是通过直线、圆弧或者圆与正多边形相结合来形

成契合的基本体，并通过平移、旋转、对称等转换实

现契合。以彭罗斯瓷砖的设计理念为基础，以两个棱

形为基本形绘制的契合图形（见图 1），在建筑构造

上非常利于操作，且具有稳定的扩张属性[3]。另外，

分形几何学中也包含着一定的契合理念，不过又有所

区别，分形几何主要指由递归、迭代的方法生成具有

自相似、无穷次等特征的图形[4]。谢尔宾斯基三角形

（见图 2），通过递变与细化后产生的自相似的三角

形形成平面内的契合图形。 

本文主要探讨复杂二维图形的契合，是对简单

契合形研究的深化，并以正多边形的契合为基础进

行研究。  
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2  正多边形契合的理论推导 

由于正十二边形以上的正多边形较接近圆，实际

应用相对较少，因此讨论正十二边形以下的正多边形

的契合。多边形契合应具备的条件是：图形在同一顶

点处的夹角之和为 360°[5]。其先决条件是有一个共

点处的图形的夹角和为 360°。正 n 边形的一个内角

为 180×(n-2)/n，即若要形成正十二边形以下的正多边

形的契合，必须满足 60a3 + 90a4+ 108a5 +120a6+135a8 

+140a9 +144a10+150a12=360。（其中，an 表示契合顶点

处正 n 多边形的个数。如 a3=4，则代表契合顶点处正

三边形有 4 个。正七边形和十一边形的内角非整数不

能形成契合。目前对于此类问题，学者多采用数学分

类法进行求解。数学法虽然相对简单易懂，但是在变

量较多情况下容易漏解。本文采用程序穷举法进行求

解，程序代码如下： 
#include "StdAfx.h" 
#include <iostream> 
using namespace std; 
int main() 
{int edge_3,edge_4,edge_5,edge_6, 
edge_8,edge_9,edge_10,edge_12: 
int flag = 1; 
for(edge_3 = 0;edge_3 <= 6;edge_3++) 
for(edge_4 = 0;edge_4 <= 4;edge_4++) 
for(edge_5 = 0;edge_5 <= 3;edge_5++) 
for(edge_6 = 0;edge_6 <= 3;edge_6++) 
for(edge_8 = 0;edge_8 <= 2;edge_8++) 
for(edge_9 = 0;edge_9 <= 2;edge_9++) 
for(edge_10=0;edge_10 <= 2;edge_10++) 
for(edge_12=0;edge_12 <= 2;edge_12++) 
if(edge_3*60+edge_4*90+edge_5*108+edge_6*1

20+edge_8*135+edge_9*140+edge_10*144+edge_12*
150 == 360) 

{cout<<flag<<":"<<"a3="<<edge_3<<"a4="<<edg
e_4<<"a5="<<edge_5<<"a6="<<edge_6<<"a8="<<edg
e_8<<"a9="<<edge_9<<"a10="<<edge_10<<"a12="<<
edge_12<<endl; 

flag++; 
return 0;} 
通过程序法可得出 12 组解，对 12 组解进行验证

（见图 3），发现解 12 为曾根，因此最后只有 11 组

解可形成二维平面内的契合图形。 

(3,3,3,3,3,3)   (4,4,4,4)    （3,3,3,4,4）   (3,3,3,3,6) 

          (4,8,8)            (3,3,4,12)     (4,6,12)       (6,6,6) 

            (3,4,4,6)          (3,12,12)    (3,3,6,6)      (5,5,10)无法契合 

图 3  正多边形二维平面契合图形 
Fig.3 The conjunctive regular polygon of two-dimensional graphics

3  复杂契合图形的形式创新 

以得出的 11 组解矩形的契合为基础，对契合单

体进行直边变无规则任意曲边的创新设计，使其可以

形成二维平面内的契合图形。 

3.1  旋转对称图形的形式变化 

3.1.1  单一正多边形的形式变化 

1）绘制一个正 n 边形(n=3,4,6)，连接中心点与

各顶点，并将相应线绕着正 n 边形的边对称。 

2）设置黑色区域，保证后续所画线条在做旋转

与对称等变换时不相交，在不相交的前提下，所绘线

条可以适当超出黑色区域。 

3）在黑色区域任意绘制一条曲线，此曲线两端

分别位于黑色区域相应边的中点与顶点，并将绘制的

曲线绕着该边中点复制旋转 180。。 

4）将得到的曲线绕着正 n 边形（n=3,4,6）的中

心每隔相应角度（120。,90。,60。）旋转。 

5）得到契合单体（见图 4）。 

3.1.2  正多边形的组合形式变化 

基于以上 3 种正 n 边形的旋转对称理论同样适用

图 2  正三角形的契合
Fig.2 Regular train  

conjunctive 

图 1  棱形的契合 

Fig.1 Prismatic  
conjunctive 
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于正多边形的组合形式变化，基于此理论绘制以下契

合图形（见图 5）。 

 
    a             b            c       d         e 

a 正三角形的旋转对称形式变化 

 
    a            b            c       d         e 

b 正四边形的旋转对称形式变化 

 
    a            b            c       d         e 

c 正六边形的旋转对称形式变化 

图 4  旋转对称图形的形式变化 
Fig.4 The change of the form of the rotation symmetry 

 
图 5  正多边形的组合旋转对称形式变化 

Fig.5 The form change of the combination of the rotational 
symmetry graphics 

3.2  轴对称图形的形式变化 

3.2.1  单一正多边形的形式变化 

1）绘制一个正 n 边形（n=4,6）。 

2）设置黑色区域。 

3）在黑色区域任意绘制一条曲线，此曲线两端分别

位于黑色区域左边线与右顶点，并将绘制的曲线对称。 

4）将得到的曲线绕着正 n 边形（n=4,6）的中心

每隔相应角度（90。,60。）旋转。 

5）旋转得到的曲线选择不相邻的（n=4 时，2

条；n=6 时，3 条）绕着对应的边对称。 

6）得到契合单体（见图 6）。 

3.2.2  正多边形的组合形式变化 

此轴对称契合理论适用于以上 11 组解中不包含

正三角形的所有 4 组解，基于此理论绘制以下契合图

形（见图 7）。 

3.3  正四边形的特殊形式变化 

1）绘制一个正方形以及其两条中心线，设置左

上角区域为黑色区域。 

2）黑色区域绘制任意一条曲线，此曲线两端分

别位于黑色区域左下角与右上角顶点。 

3）将此曲线复制移动到相应位置。 

4）将两曲线绕着中心线对称。 

5）得到契合单体（见图 8）。 

 
     a         b         c          d          e 

a 正四边形的轴对称形式变化 

 
     a          b         c         d           e 

b 正六边形的轴对称形式变化 

图 6  旋转对称图形的形式变化 
Fig.6 The form change of the combination of the rotational 

symmetric graphics 

 

 

图 7  正多边形的组合轴对称形式变化 
Fig.7 The change of the symmetric form of the  

regular polygon 

 
a 

 
      

 
b 

图 8  正四边形的特殊形式变化 
Fig.8 Special form change of square 

正四边形另一种特殊形式变化如下。 

1）绘制一个正方形以及其两中心线，设置黑色区

域。 

2）黑色区域绘制任意曲线，曲线两端分别位于

黑色区域左上角顶点以及黑色区域与正方形垂直中

心线相交的线段上，并绕着和中线的交点复制旋转

180。，得到的曲线再绕着正方形的中心复制旋转 180。，

得到黑色区域。 
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3）黑色区域绘制任意曲线，此曲线两端分别位

于黑色区域上边界与正方形中心,绘制的曲线绕着矩

形的中心复制旋转 180。。 

4）得到黑色区域，黑色区域绕着正方形的边对

称得到契合单体。 

正方形的两大特殊形式变化亦适用于矩形。 

3.4  正多边形的布尔契合 

将正多边形的契合效果进行模式叠加，可以产生

更加丰富的契合图形（见图 8），先绘制 m×m 个正方

形，以这些正方形的中心作为新的正方形的顶点，绘

制（m-1）×(m-1)个正方形，随后对 m×m 与（m-1）×(m-1)

宫格正方形各进行一种契合形式变化，从而产生契合

单体（见图 9 和图 10）。 

 

图 9  正四边形与正四边形契合叠加 
Fig.9 Boolean conjunction of double regular quadrilateral   

       

图 10  正六边形与正三边形的契合叠加 
Fig.10 Boolean conjunction of regular triangle and hexagon 

4  展望 

1）二维领域。应用以上的契合理论，可以设计

出更为复杂与特殊性的契合图形（见图 11）。此造型

可应用于一些服装图案以及拼图类游戏的设计，大大

扩宽设计内容。 

2）三维领域。参数化设计是计算机辅助设计中

的一项重要的技术[6]，它是指当参数发生变化时，应

能使已变更的设计意图在整个设计过程中进行有效

地传递，实现零部件之间的相关性设计［7］。现代制

造业目前正发生着深刻变革，其主要表现为：客户

需求个性化，多品种小批量生产成为主流[8]。因此，

将契合理论进行整合编制专门的矢量参数化软件，

或者与现有的编程式软件如 grasshopper 相结合形成

参数化契合图形，具有重要的实践意义。Grasshopper

是一款编程插件（见图 12），它采用可视化编程方式，

为用户提供以计算机程序的逻辑来组织模型创建和 

     

 

图 11  契合动植物 
Fig.11 Conjunctive of animals and plants 

 

图 12  Grasshopper 界面 
Fig.12 Interface of Grasshopper 

调控操作[9]：Grasshopper 为建立二维正三边形、正四

边形、正六边形点阵的一个命令，plane 为放置的平

面，Size 为边长，Extend X 与 Extend Y 为各个方向

的单体数量。将其与契合理论相结合，再增加两个变

量：Curve（契合曲线）和 Model(契合形式)，通过绘

制任意曲线形成二维平面内的契合图形。在此基础之

上，通过一些建模软件实现二维图形的空间化，与

3D 打印相结合，消费者可以自己设计、打印，形成

一种 DIY 的生活模式，可以极大地满足消费者迫求

个性化情感的心理需求，感受参与设计的愉悦情感

体验[10]。 

5  结论 

二维契合图形作为形态设计的一个节点，蕴含着

不同于其他图形的特殊美感。以数学与程序的思想为

指导，对简单契合形进行演变，可以得到较为丰富的

复杂图形的构成规律，并应用于形态设计之中，扩宽

设计内容；且以计算机技术的迅猛发展为背景，结合

参数化的形态生成能力，可以实现契合图形往三维空

间的形式转换，从而使其更具实用性，有更大的应用

范围。 
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